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内 容 提 要 


本 书 以 经 典 的 Fatou-Julia 理论 为 基础 ,重点 介绍 了 本 世纪 80 
年 代 以 来 复 解析 动力 系统 这 一 学 科 的 绅 越 成 就 ,其 中 包括 有 理 函 
数 动力 系统 代数 函数 和 代数 体 函 数 的 动力 系统 ,以 及 多 复 变 全 纯 
映射 的 动力 系统 等 研究 成 果 . 

本 书 可 作为 研究 生 和 高 年 级 学 生 选 修 课 的 教材 ,也 可 作为 教 
师 各 科技 人员 的 参考 书 ， 


kn QA Se 


Ad ET AFT FAR EAE VI SU 98 OH FE AK A J]. P. Fatou 和 
G. Julia & Newton 迭代 法 以 及 Mobius 变换 群 的 子 群 的 极限 集 的 启 
发 ,产生 了 Riemann 球面 上 复 解 析 动 力 系统 的 研究 思想 .两 人 独立 地 
发 表 了 相当 数量 的 研究 简报 ,此 后 又 发 表 了 很 长 的 学 术 论 文 . Julia 的 
主要 工作 发 表 于 1918 年 ,Fatou 的 主要 工作 发 表 于 1919 至 1920 年 . 
当时 ,他 们 运用 新 的 正规 族 理论 (如 Montel 定理 等 ) 于 动力 系统 ,证 明 
了 一 系列 非凡 漂亮 的 结果 ,完成 了 复 动 力 系统 的 莫 基 工作 ,形成 了 经 
SLAY Fatou-Julia 理论 ， 

80 年 代 以 来 ,这 一 领域 又 受到 广泛 的 关注 ,已 成 为 国际 上 公认 的 
复 分 析 的 主要 研究 方向 之 一 , 许多 国际 上 著名 的 数学 家 如 A. Douady, 
J. H. Hubbard, W. Thurston, I. N. Baker 和 J-C. Yoccoz 等 均 在 这 一 
研究 领域 作出 了 杰出 贡献 . 目前 这 一 研究 领域 的 突出 特点 是 拓扑 学 . 代 
数理 论 以 及 现代 分 析 理 论 的 综合 运用 . 特别 是 ,近年 来 大 型 电子 计算 机 
的 飞速 发 展 ,给 研究 工作 提供 了 有 效 的 实验 工具 . 人 们 借助 于 先进 的 快 
速 计算 和 模拟 手段 实现 了 历史 上 的 许多 构想 ,也 为 这 一 学 科 的 发 展 进 
一 步 提 供 了 可靠 的 原始 系 材 . 

值得 一 提 的 是 ,动力 系统 .分形 几何 以 及 混沌 学 是 紧密 相关 的 三 个 
学 科 . 事实 上 ,动力 系统 理论 中 的 主要 研究 对 象 Julia 集 一 般 具 有 分 形 
结构 ,而 用 于 产生 动力 系统 的 映照 在 Julia 集 上 呈 混 沌 状态 . 已 经 发 现 ， 
这 三 个 学 科 在 来 矿 .信息 处 理 . 石 油 勘 探 及 水 力学 中 有 很 大 的 应 用 价 
值 . 

近 五 年 来 在 国际 上 已 有 四 本 复 动力 系统 方面 的 专著 ,它们 是 A. 
F. Beardon ff “Iteration of Rational Functions" (1991 年 ),L.. Carleson 
和 T. Gamelin Er # 8j “Complex Dynamics" (1993 4E). NN. Steimntz 所 
X "Rational Iteration—Complex Dynamics System" (1993 年 )， 以 及 
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R. L. Devaney Firs a "Complex Dynamical System: The Mathematics 
behind the Mandelbrot and Julia Sets" (1994 年 ). 这 些 书 都 各 有 特色 ， 
但 它们 只 讨论 有 理 函 数 的 动力 系统 ， 

本 书 以 经 典 的 Fatou-Julia 理论 为 基础 ,重点 介绍 80 年 代 以 来 这 
一 学 科 的 早 越 成 就 ,其 中 包括 有 理 困 数 动 力 系 统 、. 整 图 数 和 亚 纯 男 数 动 
力 系 统 、 限 数 族 的 随机 壕 代 动力 系统 ,代数 函 数 和 代数 体 函 数 的 动力 系 
b. VÀ I e MEAE A ART WO] AI AS S6 SEE EMR. 本 书 介 绍 了 这 一 学 科 
的 许多 代表 性 成 果 , 以 及 近年 来 我 们 在 这 方面 的 一 系列 工作 . 当然 ,由 
于 受 我 们 学 术 水 平和 篇 幅 的 限制 ,还 有 很 多 出 色 的 结果 没有 引入 . 

本 书 共 分 11 章 , 其 中 第 一 章 是 Riemann 曲面 上 的 解析 动力 系统 ， 
主要 介绍 双 曲 Riemann B ifi E B5 f 9r 2 7] 5€ HN fe) B 3S (X RB i6 V RK 
Riemann 曲面 的 有 关 结 论 , 它 是 后 面 内 容 的 基础 . 第 二 章 到 第 七 章 讨论 
有 理 函 数 的 动力 学 . 其 中 第 二 章 是 多 上 动力 系统 一 一 Fatou-Julia 理论 ， 
主要 介绍 轨道 ,周期 .Fatou Œ, Julia 集 的 基本 概念 ,以 及 Fatou-Julia 
理论 的 基本 结果 . 第 三 章 是 Fatou 集 的 动力 学 性 质 , 主 要 介绍 Fatou 分 
支 的 游荡 性 质 ,Sullivan 最 终 周期 定理 ,以 及 周期 分 支 的 分 类 定理 .第 
四 章 是 Julia 集 的 动力 学 性 质 , 主 要 介绍 递归 性 质 、 扩 张 性 质 、Julia 集 
的 测度 及 Hausdorff 维 数 等 . 第 五 章 是 有 理 函 数 的 解析 族 和 结构 稳定 
性 ,主要 介绍 全 纯 运 动 .4- 引 理 、. 7- 稳 定性 .结构 稳定 性 和 拟 共 形 形 变 
等 , 第 六 章 是 多 项 式 的 动力 学 ,主要 介绍 填充 Julia R. ARAS IP 
线 Julia 集 的 局 部 连通 性 .Mandelbrot 和 集 、Ecalle 圆柱 ,以 及 填充 Julia 
集 对 参数 的 连续 性 等 . 第 七 章 是 类 多 项 式 与 拟 共 形 手术 ,主要 介绍 类 多 
项 式 ,. 整 理 定 理 `, 有 理 函 数 的 拟 共 形 手术 . 拟 共 形 手 术 的 应 用 ,以 及 耦合 
等 . 第 八 章 是 整 国 数 和 亚 纯 函数 的 动力 学 ,主要 介绍 整 裔 数 动力 学 的 基 
本 性 质 、Fatou 分 支 的 性 质 \ 游 荡 域 的 存在 性 、Julia 集 的 分 布 ` 有 限 型 整 
图 数 以 及 指数 函数 的 动力 学 等 . IL BE AE A ROR HY BEL IA RT ASE 
主要 介绍 由 有 限 多 个 或 无 穷 多 个 有 理 图 数 . 整 图 数 或 亚 纯 困 数 所 生成 
的 随机 动力 学 的 定义 ,Fatou 分 支 的 游荡 性 质 以 及 Julia 集 的 基本 性 
质 . 第 十 章 是 代数 函数 与 代数 体 函 数 的 迭代 ,主要 介绍 代数 聘 数 及 代数 
体 函 数 的 迭代 定义 、 分 类 定理 .Fatou 集 和 Julia 集 的 典型 性 质 等 . 第 十 
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一 章 是 多 复 变 量 全 纯 映 射 的 动力 学 ,主要 介绍 客 " 上 全 纯 自 映射 的 迭 
A. Denjoy-Wolff FEV I MILERE. 

Zk-B B9 58 — . 58 —— BE EH B ZEZU ES «9B — SE EH hc A JF] AE 
RES .SSTXLSS-E EE HH AHUKUL BE BA SB FEE HT SEOKIRE S ,第 九 
BAK AARNBRRERS ,第 十 一 章 由 张 文 俊 撰写 . 

本 书 可 作为 研究 生 和 高 年 级 学 生 选 修 课 的 教材 ,也 可 作为 教师 和 
科技 人 员 的 参考 书 . 
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符号 说 明 


€ Rh C 的 草 体 ,表示 复数 平面 ; 骆 表 示 复 球面 . (p. 1) 

AERA, RPM SEH. (Pp. 2) 

¥SEZ 的 草 体 ,表示 整数 的 全 体 . (p. 4) 

NV FEN 的 草 体 , 表 示 自 然 数 的 全 体 . Cp. 39) 

2 QE .RBXIM AW. (p. 45) 

GEG Wy BK Ras he. p. 106) 

V 表示 对 任意 给 定 的 . (p. 8) 

jJ 表示 在 在 . (p. 331) 

每 条 说 明 后 面 的 页 码 , 表 示 该 条 所 说 明 的 字母 第 一 次 在 书 中 出 现 
的 页 码 数 . 
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第 一 章 Riemann 曲面 上 的 解析 动力 系统 


设 了 是 定义 域 $ 到 其 自身 的 解析 映射 ,这 里 3 WER Pe 内 
的 区 域 、 复 平面 V AE ER. Riemann 球面 € — E U {oo} 或 一 般 的 一 个 
Riemann 曲面 . HEE UHA z, E S, FRBERME x, = SC), z = 
fi, tts Za = f(z,.,2, ce. PRIBAC II {zos zi» zo» t za OAL 
2 (fe f WEA FD Pui. i A O,GQO. 也 可 以 这 样 定 义 : 记 放 = id, 
=f, P=- f, "m, Ie fT m BEES RRMA 
合 , 那 么 对 于 初 值 >v E S, zn = f'o), n= 0, 1, 2, °°, 复 解 析 动 力 
系统 即 要 研究 函数 欠 代 序列 { 疡 )} 或 轨道 Oj(zo) 的 状态 ,主要 考虑 下 面 
几 个 问题 ;对 给 定 解析 自 映射 / 及 初 值 zu, 其 轨道 的 极限 状态 ;关于 初 
(iz, 的 稳定 性 ;及 关于 函数 f 的 稳定 性 等 . 

对 于 大 多 数 Riemann 曲面 ,其 上 的 解析 动力 系统 是 简单 的 ,不 会 
产生 混沌 现象 , 而 对 于 某 些 Riemann 曲面 如 €, CS Jt EMAAR 
非常 复杂 . 本章 将 主要 讨论 简单 的 情形 , 即 双 曲 Riemann 曲面 上 的 解 
析 动 力学 ,此 时 可 以 给 出 一 个 较 完 全 的 描述 ， 


$1.1 Riemann 曲面 基础 
本 节 先 简单 地 介绍 一 下 Riemann 曲面 的 有 关 知 识 ,详细 论述 参看 
文献 LAs， FK] 
81.1.1 Riemann 曲面 的 分 类 


回忆 Riemann 曲面 的 一 些 基本 概念 . 一 个 Riemann 曲面 是 一 个 曲 
m.s 带 有 一 个 复 结构 co, 即 有 一 个 局 部 坐标 图 册 , 使 得 坐标 变换 是 解 
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析 的 . 以 后 ,我 们 给 定 一 个 Riemann 曲面 总 假定 给 定 了 它 的 一 个 复 结 
构 , 这 个 复 结构 就 称 为 标准 复 结构 ,用 oo 表示 . 

设 S, 5 S, 是 两 个 Riemann WE, A: S; = S: 称 为 是 解析 的 ,如 
R f 在 其 局 部 坐标 表示 下 是 解析 的 . WEEER h: S, o S, 使 得 
REM h MERIT Wk ES, 与 5; 之 间 的 共 形 同 构 , 共 形 同 构 
的 Riemann 曲面 被 认为 是 相同 的 . 

设 fi : S, SL ERR ARH EX S= ho fih, WU fis 
S, PERI ARH, H =h fieh, n=l, 2,…. BUA SS, 
具有 相同 的 解析 动力 学 性 质 , 称 f 与 S EREN, T h RIC, 
与 f, zz B] HERE EER. 

经 典 复 分 析 的 一 个 中 心 结论 是 下 面 的 单 值 化 定理 . 

定理 1. 1( 单 值 化 定理 ) 任何 单 连通 Riemann 曲面 共 形 等 价 于 下 
列 三 种 标准 的 Riemann 曲面 之 一 : 

1) Riemann 球面 C=O U {co}; 

2) 复 平 面 S; 

3) 单位 圆 盘 4 = (zE Z||z| <1) (或 上 半 平 面 H= (€ v 
Imz > 0?). 

8.8 [e ae FRI EB AE E CZ BS AREA: FHI, 

Riemann 球面 多 是 一 个 紧 的 Riemann 曲面 ,其 复 结构 可 如 下 确 
E: CHARER RRRA E MEAO ,在 多 上 用 通常 的 自然 坐标 
= 作为 单 值 化 参数 ,在 名 \{0} 用 & = 二 作为 单 值 化 参数 . 通过 球 极 投 


影 ,多 同 胚 于 家 中 的 单位 球面 . 
单位 圆 盘 4 与 上 半 平 面 H 是 共 形 等 价 的 . 共 形 同 构 为 六 : z 呈 
二 ,我 们 将 按 需 要 选取 A R H 作为 标准 Riemann 曲面 
对 于 一 般 的 Riemann 曲面 S, 其 万 有 覆盖 曲面 5 是 单 连通 的 Rie- 
mann 曲面 , 记 r : SoS 是 覆盖 映射 , 它 是 局 部 共 形 映 射 . 由 单 值 化 定 


B, SHEESH ES, 名 或 A 之 一 . 
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定义 1.1 i$ SÉ Riemann 曲面 ,S$ 是 其 万 有 覆盖 曲面 ,x*: 5 一 
S 是 覆盖 映射 , 则 

1) 如 果 信 共 形 等 价 于 如, 称 S 是 椭圆 的 Riemann 曲面 ， 

2) Un S JEJE AE ET V VERS 是 抛物 的 Riemann 曲面 ; 

3) MRSS AGE HD Fr S 是 双 曲 的 Riemann 曲面 . 

以 后 ,我 们 就 取信 = €, ek AGE HOMES S 的 万 有 覆盖 曲面 . 

对 于 S 的 万 有 覆盖 曲面 8,x: SS,，S 上 的 共 形 自 同 构 y: S 
oS 如 果 满 足 +。7 二 x , 则 称 为 覆盖 变换 . 覆盖 变换 全 体 构成 S 上 共 形 


自 同 构 群 G(5 ) 的 子 群 , 称 为 覆盖 变换 群 , 记 为 D. 由 于 对 任意 x € s, 
纤维 r 1(Cz) 是 离散 的 ,容易 看 出 ,作为 拓扑 群 , 三 是 离散 群 , 即 对 任意 
Y, € D,Y,—Y,n-9o), 均 有 当 ? 充分 大 时 , 7, =”. HR A YEr 


不 是 便 等 元 素 ,那么 ,y 在 $ 内 没有 不 动 点 . 

在 S 上 有 下 述 等 价 关系 ~ ix. yES,z 一 y 当 且 仅 当 存在 YE 
夏 ,使 得 Y(z) = y. 5 在 此 等 价 关 系 下 的 商 空 间 记 为 S/TT, 它 是 一 个 
Riemann 曲面 ,具有 诱导 复 绪 构 . HERP x— y A BOUM xz — arly), 
RTA: S/T 共 形 等 价 于 Riemann 曲面 5. 

下 面 我 们 分 别 对 SS= €,«, 与 及 ,讨论 其 上 的 共 形 自 同 构 群 
G(S) 和 覆盖 变换 群 T. 

对 椭圆 情形 ,容易 证 明 ; 任 意 7E€ GOH) 是 一 个 分 式 线性 变换 


az +b 
cz +d’ 


(z) = 


其 中 , a,b,c, dEC, ad —bcK0, RA Mobius WH. ZIRI. EH 

范 化 条 件 ad 一 be = 1 下 ,YE€ G( 多 ) 由 其 系数 唯一 确定 . 因此 GC 名) 同 

构 于 复 二 阶 和 矩阵 (行列 式 等 于 1) 构 成 的 线性 群 PSLO C)/ {1}. 

G( 史 ) 中 的 每 个 非 恒 等 元 素 或 者 有 两 个 不 同 的 不 动 点 ,或 者 有 一 个 重 
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不 动 点 . 因此 ,如 果 S 是 一 个 椭圆 Riemann 曲面 ,那么 对 应 的 覆盖 变换 
HEE ARES ASK, BC = Gd) .于 是 5 共 形 等 价 于 多 外 一 它 . 
故 椭圆 Riemann 曲面 只 有 一 个 , 即 Riemann HE. 

对 抛物 情形 ,这 时 G CE PRET 76 3E — POF ER (2) = 
Az +e, A250, GORE ENGNG. 4AALH.Y 一定 有 一 个 
有 限 不 动 点 , 故 ”要 属于 某 个 抛物 Riemann 曲面 $ 的 覆盖 变换 群 TD. 
只 能 有 形式 7Y(z) =z +c. 义 由 于 本 是 离散 群 ,因此 , 仅 有 下 面 三 种 情 
X. 

D ERR BI = Gd). AA SEBS €; 

屎 有 一 个 生成 元 , 即 卫 = 人 < 十 c)(Cc 40), 这 时 也 同 构 于 整数 群 
之 . 因此 S = C/ S, 或 者 说 ,在 指数 映射 下 ,S 共 形 等 价 于 穿孔 复 平 面 
C* = ENO} ; 

DW Ee Moc BP = (z +o, z +o), XE o/m AR, Tr iA 
构 于 由 复数 w, o, 生成 的 格 点 群 A. 因此 5 HESTA C/A = 
T. PR w /wa 为 T 的 复 模 . 

因此 ,抛物 Riemann HAA REAR FR SO, FLA FEE" 或 环 
面 了 之 一 . 

对 双 曲 情形 ,所 有 其 他 Riemann 曲面 都 是 双 曲 的 ,以 上 半 平 面 H 
(或 单位 圆 胡 4) 为 万 有 覆盖 曲面 ,对 于 任意 YE GCA) 可 以 通过 对 称 
FAS LIE H FR CODE GOO) PRE LEER REM 
Mobius 变换 组 成 的 子 群 . 每 个 了 E GUD) 有 形式 7(z) = 25755, 这 里 
a; b.c. d € Z, H ad — bc 20, 在 规范 化 条 件 ad 一 &c = s GCH) 
同 构 于 PSL, £0)/( D. 如 果 S 是 双 曲 Riemann 曲面 , 则 S 共 形 等 
价 于 某 个 五/ 也 ,这 里 卫 是 C() 的 离散 子 群 , 且 除 恒 等 元 素 外 在 H 内 
没有 不 动 点 . GCA) PR BTR Fuchs f. 

注 GA) BW Y 具有 如 下 形式 : V) = ent 产 一 全 ,其 中 
0€[0, D,a€ A. 
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m ECE, RIS FREM. 

定理 1.2 任何 Riemann 曲面 共 形 等 价 于 下 述 曲面 之 一 :1) € 
2) €, 3) €'; 4) MT; 5) H/T. AE r Æ Fuchs 群 , 除 恒 等 元 素 
外 在 H PUB ARS. 

G( 石 ) 中 的 元 素 可 由 3H = AU (oo) 给 定 三 点 的 值 唯一 确定 . 如 
保持 0，1，co 不 变 的 元 素 只 能 是 恒 等 元 素 , 对 于 非 恒 等 元 素 Y € 
GH), 可 以 分 为 三 类 ， 

"n 5E Y 有 两 个 不 同 的 实 不 动 点 , 则 称 Y 为 双 曲 的 . 可 以 通过 五 上 
的 共 形 变换 将 两 个 不 动 点 映 成 0 和 和 oo. 这 时 ,7y SEB Jt Sg FRR zo 
As. A> 0, AA 1. 如 有 必要 ,通过 变换 = I IHE A> 1 

如 果 7y € GC) 仅 有 一 个 重 不 动 点 , 则 称 7 是 抛物 的 . 这 时 该 不 动 
点 一 定 是 实 的 ,将 其 上 映 成 co, Y HJEJESET- 2 rete, cE 9.0750, 
可 规范 化 为 < = 1. 

MEY € GCA) AMER AS. Wk Y 是 椭圆 的 . 这 时 有 一 
个 不 动 点 e, € H. wit Oy H BR ER DLL ARCA SE wo 映 成 0， 
则 y 3EJE3ESET- z —^5e772,8€ [0, D. 为 一 旋转 . 

RA, Bem A H8 D COR (04 Y AMHR JG PR BT Y 
生成 的 无 限 循 环 群 (Y) 是 离散 群 ,如 果 7Y 是 双 曲 的 , 则 HL / O0 SET ST 
FAH A, = {z|7 过 |z| « 1); "ii v 是 抛物 的 , 则 五 /<7) 共 形 等 价 于 
FFL AX = ANO). A, A* 及 A, PRAISE Riemann 曲面 . 


3 1.1.2 Riemann 曲面 的 度量 
下 面 我 们 在 Riemann 曲面 上 引进 度 


Wwe EHS. HEA RA Euclid 度量 ds = |dz| ,或 Euclid FE 
离 d(z,, 2.) — |z = Zo | s, ŽŽ, € F, ix E A AR YY. 
考虑 Riemann RAE, © [a] HEE c3 中 单位 球面 SE S? E88 


然 的 度量 , 即 大圆 弧 的 弧 长 ,通过 球 极 投影 到 坐标 平面 上 ,我 们 在 安 上 
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ht GB BED. 先 讨 论 单 连通 情 


有 Riemann 上 度量. 
1 2|[dz! 
a E In 
KARERE. 它 在 坐标 变换 z 二 下 保持 不 变 . 这 是 一 个 光滑 的 度 
量 , 具 有 常 Gauss 曲率 十 1, 其 测 地 线 对 应 于 5S PHARM. 在 球面 度 
量 下 , 寡 内 任意 两 点 的 距离 小 于 等 于 r 对 应 的 球面 距离 用 ds 表示 , 简 
iu. JJ d. 
下 面 考 虑 单位 圆 盘 4. 在 4 上 ,我 们 有 经 典 的 Schwartz 9| £8.25 
f: An iA fei, JO) = 0, 则 对 任意 zE 4，|j(z)| 委 |z|,， 且 等 号 对 
FER z 成 立 的 充 要 条 件 是 f(z) = erz, 0 € 10,1). 一 般 地 ,对 卫 : A 
一 和 解析, 我们 有 
Fæ 一 jz w el 
1 — f(w)f(2)| ^ |1 — we 
6S HA fE A EWE SA+. ikw e z, WR Schwartz 
引 理 的 度量 形式 : 


» 2, WEA, 


dfG)| . jd] |, 
1— Vc) S1— ler? €^ 
且 等 号 成 立 当 且 仅 当 了 是 4 上 上 共 形 自 同 构 . 
在 A 上 引进 双 曲 度量 (Poincare 度量 )w 如 下 : 


wz) = ds = 2 dz | 
e) c7 T= [el 
由 Schwartz 引 理 , 它 是 在 A 上 的 共 形 自 同 构 作用 下 保持 不 变 的 Rie- 


mann 上 度量 ,而 在 其 他 解析 目 映射 作用 下 严格 减 小 的 双 曲 上 度量. 双 曲 度 
量 也 是 光滑 度量 ,具有 第 Gauss 曲率 一 1. 测 地 线 是 正 交 于 单位 圆周 的 
圆 弧 (或 直径 ), 对 应 的 距离 称 为 双 曲 距离 , 记 为 pa. 容易 计算 ,0 到 z € 
4 的 双 曲 距离 为 


] 十 |z| 
pt 


pa4CO, z) — log 


利用 共 形 不 变性 ,可 以 计算 出 任意 两 点 间 的 距离 . 由 此 我 们 可 得 如 下 性 
mm. 

性 质 1.1 4 在 双 曲 度量 下 是 完备 的 , 即 任意 Gandry 序列 是 收敛 
的 . 

性 质 1. 2 对 z € A HX SRR B,C 255 w) = (z € Alpaí(z, Za) 
<r} 是 4 内 的 紧 集 . 

TERR 1.3. 任 一 连接 z,€ A 和 2A 上 一 点 的 弧 具 有 无 穷 的 双 曲 长 度 . 

对 于 一 般 的 双 曲 Riemann FAA S, JE H7 78 98 s BH IRL. :4 一 
S 是 履 关 上 映射 .注意 到 4 上 的 双 曲 度量 在 覆盖 变换 群 王 CCGCA) 作用 
下 是 不 变 的 ,我 们 可 以 通过 7 诱导 S 上 的 双 曲 度量 e. HBr MAA 
F) S 的 等 距 同 构 . 可 用 单 值 化 参数 表示 如 下 . 奋 吧 是 3 的 单 值 化 参数 ， 
ww 一 Xx(z), 则 SS 上 双 曲 度量 w 有 下 面 形 式 : 

wlw) = Alw) |drw|, 

其 中 ， A(w) 满 足 : 


| 2 
A(a(z)) |m (2| = Dx P 
ix FÉ c 仍 为 具有 常 曲 率 一 1 的 Riemann 度量 ,并 且 具 有 A EX HE E 
所 具有 的 性 质 . S 上 双 曲 距离 记 为 Ps, WIA p. 

注 “上 半 和 平面 豆 上 的 双 曲 度量 在 其 目 然 参数 下 为 
[dz | 
| Imz |" 

对 应 于 4 上 的 Schwartz 引 理 ,我 们 有 Riemann 曲面 上 的 广义 的 
Schwartz 5| HE. 

定理 1.3 ik Si, S, 为 两 个 双 曲 Riemann 曲面 ,w，w; 分 别 为 其 
上 的 双 曲 度量 , f : S, S: 是 解析 映射 , 则 有 


w,(f(z)) S w (z), z€5, 


等 号 对 某 个 z ES 成 立 当 且 仅 当 了 是 9, BS, 上 的 覆盖 映射 . 
证 明 考虑 万 有 和 覆盖 zw :4 一 Sr :4 一 S， 则 有 下 列 交 换 图 ; 
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w = wlz) = 


F 
A — A 
V7 Y 7, 
E Le 5 


其 中 , FRE KB) SEL. BF., m 是 等 距 同 构 , 利 用 A 上 经 典 的 
Schwartz 引 理 即 得 所 求 不 等 式 , 而 等 号 成 立 当 且 仅 当下 是 共 形 目 同 
构 , 从 而 了 是 局 部 共 形 的 等 距 映 射 , 因 此 是 覆盖 映射 .证 毕 . 

写成 距离 形式 ,我 们 有 下 面 的 推论 . 

推论 1.1 iS: Si S, 解析 , 则 对 任意 a, 29€ SH 


Ps Cf Gi) 9 f(z,)) <= Ps Gu £52), 


等 号 对 某 个 z A zs 成立 当 且 仅 当 f 是 覆盖 映射 

定理 1.3 和 推论 1.1 表 明 , 解 析 上 映射 卫 : Si 一 9 或 者 是 严格 减 小 
的 双 曲 度量 : Ps, S Cei), f(z2)) < ps Gi» 22) Gi Æ z2)，, 或 者 是 保持 
双 曲 度量 不 变 : ps (f(z1), f(z2)) = ps (219 22) (Y zi z: € SD. 此 
时 ,了 是 覆盖 映射 . 

推论 1.2 mÆ S, C S, 那么 对 任意 z E Si, wi(z) 之 ole). 

证 明 利用 定理 1.3 于 恒 等 映 射 i4 : S, 一 S; 即 得 . E. 


$1.2 XH Riemann 曲面 上 的 解析 动力 系统 


现在 讨论 双 曲 Riemann 曲面 上 的 解析 动力 系统 . 设 S 是 Riemann 
曲面 , f: So S ERRARE, BE S ERFIN: Sid, f, 
e, P = fo f, e, ES, Æ zn =f), n= 0, 1, 2, 1, 
PREFS (2,229 f£ 在 点 z 的 轨道 , 记 为 Or(z) 或 侧记 为 OG). 

如 果 z E€ S 是 了 的 不 动 点 , 即 f(zo) = zo 则 称 4= 了 (zo) 为 不 动 
点 zo 的 乘 子 .如果 |4| 二 1, WH zo 是 了 的 吸引 不 动 点 . 

+ 这 里 的 导数 应 在 单 值 化 参数 下 求 得 ,但 在 不 动 点 处 导数 与 参 
数 选 取 无 关 , 因 而 乘 子 与 参数 的 选取 无 关 . 下 面 ,我 们 不 区 分 Riemann 
曲面 上 的 几何 点 与 其 参数 表示 . 
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现 设 S 是 双 曲 Riemann 曲面 ,Pp 是 其 上 的 双 曲 距离 . 

引 理 1.1 MRS SOS 为 严格 减 小 双 曲 度量 ,那么 ,下 列 两 者 
之 一 成 立 : 

D IERES, FO) 在 双 曲 度量 下 趋向 于 so， 即 对 任意 固定 的 
a € S, pla, f"(z)) — oo (n — o9); 

2) 对 任意 z € S, LQ) 局 部 一 致 收敛 于 唯一 的 吸引 不 动 点 
z, € S. 

证 明 如果 1) 不 成 立 , 则 存在 z € S 及 序列 nj; 一 09-99) 使 得 
pla，i(z)) 有 界 , 由 于 双 曲 度量 是 完备 的 ,因此 存在 子 列 ,不 妨 仍 记 为 
n; AKT fix) > z € S Goo), 

首先 证 明 z 是 了 的 吸引 不 动 点 .事实 上 ,由 于 /是 严格 减 小 双 曲 
度量 ,而 {f(z)} 位 于 S 的 某 个 紧 子 集 内 ,因此 存在 & € (0，1)， 使 得 

Sf), Pilz) < kof (x), fi (2)) 
< koi-iti(z), f'i-1(22) 


«RE 'p( f(z), z). 


A je oo, 得 pCfGQ , z) = 0, BB zo 为 不 动 点 ,再 利用 Schwartz 5] 
理 ,我 们 有 
ACf C292) | (zo) | idz | e A(z) [dz |. 


由 f (29) = žo 即 得 If (zo) | < ls 故 Zo 是 吸引 不 动 点 ， 
其 次 证 明 , 对 任意 zz’ € S, f(z') 一 z (n 一 oo), 因 


pCf" G'), zo) = pCf* G0, f° (20)) < PCr s, zo), 
B UP GOHUBLT S 内 的 一 个 紧 子 集 内 , 且 存 在 € Co, D, 使 得 
pCf* (z!), x) = pf G'), JPG) 
< kp (5, f GQ) 


< k'o(z',z). 


4 n> o, BNE oCf^ (2/5, z) > 0. 显然 收敛 是 局 部 一 致 的 . 这 就 证 明 
了 2). wee. 

9|: 1.2 设 j/:S 一 5 保持 双 曲 度量 不 变 , 那 么 ,下 列 两 者 之 一 
成 立 : 

1) 同 引 理 1.1 的 1); 

2) f 是 S 上 的 共 形 自 同 构 , 且 存 在 迭代 子 列 MEE- ETALE 
一 致 收 钱 于 恒 等 映射 . 

证 明 ”如果 1) 不 成 立 , 那 么 ,存在 z。E S 及 nj; 一 co ,使 得 Zn, = 
Pile) 一 ES, 设 zx:4 一 3 是 S 的 万 有 覆盖 ,2 与 分 别 是 zx。 与 
的 上 方 点 ,使 得 Zn (J + OO). 考虑 序列 A; = gd te. 那么 ， 
g,(,) —z, TB 为 8 的 提升 ,使 得 8 C00 = FZ.» BAG; dé A S 
自身 的 解析 映射 . (FZ AU SUE 4 内 解析 映射 及 :4 一 4， 
HA (Z) = FEA. HF Z; 保持 双 曲 度量 不 变 ,及 也 保持 双 曲 度量 不 
变 , 由 A 上 的 Schwartz 引 理 知 , 有 是 4 上 以 这 为 中 心 的 旋转 , 即 在 一 个 
将 之 映 成 原点 OMS KAF, h HERF z m e". tni o Rd 
理 数 ,那么 h 是 有 限 价 的 , 即 存在 n,h" = id; WR 9 是 无 理 数 , 则 存在 
m; mð — 0Cj > 0), 因此 和 迭代 子 序列 天 7” 收 伍 于 恒 等 映射 达 . 由 对 角 
线 法 则 , 7 —> idj — œ), Hg 7; DAL 的 某 个 提升 ,因而 为 某 个 f 
WAS) FE, fi id(j co), XXE PE S. ERAF id. 所 以 , /一 
定 是 一 对 一 的 .事实 上 ,大 有 z,z' ,使 得 f(z) = f(z'), BAS) = 
jz )， 令 J 一 ceo 即 得 z 王 > ,又 显然 了 是 到 上 的 ,因此 了 是 9 的 共 形 
自 同 构 ,2) 得 证 ,证 毕 . 

5121.3 Wi: SoS 满足 引 理 1.2 中 的 2), 那 么 ,下 列 两 者 之 

D f 是 有 限 价 的 , 即 存在 n; = id; 

2) S 共 形 等 价 于 单位 圆 盘 A, 或 穿孔 单位 圆 盘 A’ = A\{0), RHA 
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环 A, = {z|r< |z| « 1). mii f£ HEEF- T 7G REESE :z 9 ez 6 
为 无 理 数 . 

在 证 明 该 引 理 之 前 , 先 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 1.4 iig. A € GS) 为 两 个 非 恒 等 的 M6bius 变换 ,如 果 
geh =h. g, RWA RI g —h'-id 以 外 g 与 hh 有 相同 的 不 动 点 . 

证 明 g。h=h。g 意味 着 g VEA 的 不 动 点 映 成 h 的 不 动 点 ,A 将 
g 的 不 动 点 映 成 e 的 不 动 点 ,车 hh 只 有 一 个 不 动 点 z, 那 么 g 也 只 有 一 
个 相同 的 不 动 点 z. 事实 上 ,由 g(z)= 二 goh(z) 二 ho。g(z),g(z) BAK 
ADAG WA 只 有 一 个 不 动 点 ,只 能 有 g(z) =z. E ce 还 有 不 动 点 x’， 
We Alz) = he glz) = hlz). KE RRA ID =z, WE RAG) 一 
z'， 两 者 都 导出 z' =z 大 及 有 两 个 不 动 点 ,那么 g 也 有 两 个 不 动 点 ,所 
以 ,或 者 g 与 hh 有 相同 的 不 动 点 ,或 者 g 将 有 的 一 个 不 动 点 映 成 另 一 
个, 这 时 ,g 有 四 个 不 动 点 , 故 gm == id. h 的 情形 类 似 . S| PELE. 

现在 来 证 明 引 理 1. 3. 

证 明 以 上 半 和 平面 五 为 上 的 万 有 覆盖 曲面 ,了 为 覆盖 变换 群 ， 
rC GCH). i$ f"; — idi, — œ), MRA n= n, fli f^ = id, BE 
么 上 是 有 限 价 的 . 即 为 1). BR HIE E n. f£» Aid. BS, BFE H 
上 的 提升 ,使 得 J, —>id(j—> oœ), h / Æ SAIE gA, T, E 
G(H), H J, Æ id. 

£ Ds {id}, RENET,” Aid, 由 提升 性 质 可 知 , S, Yoe 7; 
= D, joo Mf, o Jo T e, Er ESAE., AE, FE j 
j> jott, fX, Jy = Yo, ENS, 5 Y, 可 交换 .由 引 理 1.4 BMS, 
£j Y, 有 相同 的 不 动 点 ,因而 导出 对 任意 j 宇 jo, L RUBER IRI DR 
由 于 7Y。ET 械 是 任意 取 定 的 非 恒 等 元 素 , 故 得 到 对 任意 ”ETT,7Y 关 id， 
7 与 1; 有 相同 的 不 动 点 (j 充分 大 ) ,也 即 对 一 切 YE PY Aid, 都 有 相 
同 的 不 动 尽 . 因此 ,我 们 得 到 ,或 者 = Gd), 或 者 卫 是 一 个 无 限 循环 
BE. 
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wm D-—Ud).H8bAS-—H/D-—H.mmBg'Tf'-—idG(g-90.f4 
HH 上 的 共 形 自 同 构 , 即 fE€ GCH), 且 了 一 定 是 椭圆 元 素 , 因 此 ,S 共 形 
等 价 于 A, 而 f HESS A EMER z eUz.H Ard, 6 YH 
FE RY. 

如 果 械 中 的 元 素 只 有 一 个 公共 不 动 点 ,那么 ,T 中 非 忆 等 元 素 都 
是 抛物 元 素 . 若 将 这 个 公共 不 动 点 映 成 co DP 中 元 素 都 有 形式 zx = z 十 
c, c € R, 又 由 本 是 离散 群 ,可 取 到 最 小 的 正 数 co r 中 元 素 都 可 由 
7Y,(z) =z +e ÆR, HA, S = H/V) 共 形 等 价 于 穿孔 单位 圆 盘 A’, 
f SJÉ3tSüT A" 上 共 形 自 同 构 ,扩充 到 A 上 后 以 0 为 不 动 点 , 故 为 4 
上 一 个 旋转 ;同样 为 无 理 旋转 . 

如 果 械 中 元 素 都 有 两 个 不 动 点 ,由 于 本 是 覆盖 变换 ,那么 它们 都 
是 双 曲 元 素 . 同样 ,由 于 本 是 离散 群 ,全 由 一 个 双 曲 元 素 7 生成 ,因此 
S = H/QU 为 圆 环 A f 3E 3c 88-T- A. 上 的 共 形 自 间 构 ,由 对 称 原 
理 可 知 , 它 可 扩充 为 A* 上 共 形 自 同 构 ,因而 为 一 旋转 , 且 为 无 理 旋转 . 
这 就 得 到 了 2). 证 毕 . 

综合 前 面 的 引 理 1. 1 到 引 理 1. 3, 我 们 有 下 述 定理 . 

定理 1.4 ES 是 一 个 双 曲 Riemann HA, f: S S 是 解析 目 映 
射 , 那 么 ,下 列 情形 之 一 成 立 : 

D 对 任意 = € 5S,./0) 在 双 曲 度量 下 趋向 于 on 一 99); 

2) 对 任意 z E S, F 局 部 一 致 收敛 于 f 的 唯一 的 吸引 不 动 点 
zy € S(n —> co); 

3) f BARON, BU n. f" = id; 

4) S 共 形 等 价 于 单位 圆 盘 A MSIL SIAR AT RAH 4 而 了 
SEG SEM FF ICE z 一 e'^2,0 为 无 理 数 . 

证 明 由 定理 1.3( 广 义 Schwartz 引 理 ), 只 有 引 理 1. 1 与 引 理 1. 2 
两 种 情形 ,这 两 个 引 理 中 的 情形 1) 即 为 这 里 的 1), 引 理 1. 1 中 的 情形 
2 ) 即 为 这 里 的 情形 20 ,而 引 理 1.2 中 的 情形 2) 可 分 成 引 理 1. 3 中 的 1) 
和 2), 其 中 引 理 1. 3 中 的 1) 即 为 这 里 的 3), 引 理 1. 3 中 的 2) 即 为 这 里 
的 4). 证 毕 . 

定理 1. 4 给 出 了 双 曲 Riemann 曲面 上 解析 自 映射 的 动力 系统 的 

| 


完全 描述 , 它 给 出 了 了 了 的 轨 间 的 极限 状态 ,在 情形 DA 4) 还 给 出 了 有 具 
体 摘 述 ,而 且 , 执 道 的 极限 不 依赖 于 初 值 的 选取 , 即 关 于 初 值 是 稳定 的 . 


$1.3 双 曲 区 域 上 的 解析 动力 系统 


现在 我 们 将 Riemann 曲面 S 限定 为 Riemann 球面 客 上 的 一 个 区 
域 D,D 称 为 双 曲 区 域 ,如 果 它 作为 Riemann 曲面 是 双 曲 的 . 已 知 多 控 
去 一 点 等 价 于 复 平 面 名 , 控 去 两 点 等 价 于 穿孔 复 平 面 儿 ,它们 都 是 抛 
£j Riemann 曲面 ,因此 ，, 刀 成 为 双 曲 区 域 其 边界 点 至 少 有 三 点 ,并 且 ， 
边界 点 至 少 为 三 点 的 区 域 DC E RENAK. 特别 地 ,如 果 ci a, 
a, 是 寡 内 三 个 不 同 点 ,那么 马 = V Nas a,, a) 是 双 曲 区 域 , 称 为 三 


穿孔 球面 , 它 是 最 大 的 双 曲 区 域 ,标准 化 的 三 穿孔 球面 可 取 为 X. © 
M0, 1, co} = V'(0, 1). 

ib D 为 双 曲 区 域 , CH ER,.D 有 自然 的 参数 EREDT 
作为 © WFR, ABER BOOED). 另外 ,D 除了 有 双 曲 度量 外 ,还 有 球 
面 度量 . 

容易 看 出 ,在 D 内 的 紧 子 集 上 , 双 曲 度量 等 价 于 球面 度量 ,也 等 价 
于 Euclid 度量 . 这 里 ,两 个 度量 w 与 w 等 价 ,如 果 存 在 常数 s cry 使 
得 cw, 和 ol K cs. 

现 设 f 是 双 曲 区 域 D 上 的 解析 自 映射 ,考虑 其 迭代 户 , 在 定理 1. 4 
的 1) 中 ,对 任意 zE D, A pp "(z),a) 7 o(n> oo), 这 里 a ED 是 
固定 的 一 点 ,oo 是 双 曲 距离 . 这 意味 着 当 n > co 时 , a) 最 终 将 离开 
D 内 任意 给 定 的 紧 子 集 , 故 从 点 集 的 角度 看 ,f(z) 一 9D(n 一 99). Ej 
此 ,我们 有 必要 讨论 OBT D 的 边界 时 的 极限 状态 . 

8|38 1.5 设 U,(z, pp) 是 DD 内 以 z 为 心 .r 半径 的 双 曲 圆 盘 , 即 
Uz, Pp) = (£lp(z, 0) e rb, HB Z » 24 z— 3D if, U (zs pp) 的 球面 直 
征 趋 向 于 0. 

iB] 先 考 虑 三 穿孔 球面 3, = V Mas a2, a) 情形 ,z 趋向 于 三 
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的 三 个 边界 点 之 一 ,例如 a. HU.) Ba 的 球面 度量 下 的 e- 邻 域 
G=1, 2, 3), RA, K = € N UU.(a) EI 内 的 紧 子 集 , 存 在 
M > 0, 对 任意 21, 22 € K, ps is z) « M< oo. 现在 固定 zx € K, 
那么 当 z -> a, 时 ，px (Zos 2) > oo. 对 任意 和 € UL, os), 由 于 
Ps (Zor E) & Ps (Zon 2) — pz (x, D) Z2 Ps (xo, 2) — r —> 0o (za), 
因此 , 当 z= —> a, 时 ,整个 U,(z， Ps) 将 位 于 天 的 外 部 . 又 U,C, Ps, He 
连通 的 , 故 U,(z, Os.) CUa), BPU, CG, oz ) 的 球面 直径 小 于 se, 这 就 
证 明了 U,C, p: ) 的 球面 直径 趋同 于 0. 

现 设 刀 是 任 一 区 域 ,边界 至 少 有 三 点 . 当 z 趋 向 于 边界 时 ,考虑 序 
列 z; >a, € 3D. May, az, a Æ 3D 上 的 三 个 不 同 点 ,那么 DC zs = 
€ Ma, , az, as), 由 推论 1.2,U,(z, Po) CU,(z, bs), 再 由 前 面 的 讨 
ie , 即 得 U,(z;, 0p) WE ELE xS IB] T 0, 证 毕 ， 

由 此 引 理 ,如 果 z, > 3D H eo,» z;:2 « M « eo, PA ds(z,, Za) 
— 01 — œ), W {zi} 与 {z,) 在 9D LARA p. 

定义 1.2 安 内 的 一 个 集合 称 为 完全 不 连通 的 ,如 果 它 的 每 个 连 
通 分 支 是 一 个 单 后 . 

定理 1.5 设 D 是 多 内 区 域 ,边界 至 少 有 三 点 , f: DO D BR 
映射 ,满足 : 

D 对 任意 z € D, f*G) — 3D (n —> œ); 

2) 了 可 连续 到 边界 aD E; 

3) f 在 3D 上 的 不 动 点 集 是 完全 不 连通 的 ， 
那么 ,存在 f 的 不 动 点 zo€ 3D, 使 得 户 (z) 在 D 内 局 部 一 致 收敛 于 
zy(n — co), 

证 明 考虑 连接 D NEMIEPA:.UBIL-XBIEGL-JfU) 
为 连接 eS POM HA. BUE 在 双 曲 度量 下 的 直径 为 6, 那么， 
由 推论 1. 1.4, 在 双 曲 度量 下 的 直径 不 超过 5, 但 i, > oD, 由 引 理 1.5， 
i, 的 球面 直径 趋向 于 O(n > o), 特别 地 , ds CI GO , FED 00 一 
oo). A POS PO AAR ARR. SRS = fle), 又 得 广 (z) 
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的 极限 点 集 由 / 在 aD 上 的 不 动 点 组 成 ,考虑 连续 曲线 二 一 UL, 那么 
PUDEDES 户 (z) 有 相同 的 极限 点 集 , 且 均 由 不 动 点 组 成 . 男 一 方 
ili. f(L) CCL, 容易 验证 , 产 ( 民 ) 的 极限 点 集 是 连通 的 ,但 由 条 件 DA 
动 点 集 是 完全 不 连通 的 , 故 极限 点 集 只 能 包含 单个 了 的 不 动 点 zo E 
lb, fz) > zo(n > co). 从 证 明 中 可 以 看 出 ,收敛 是 局 部 一 致 的 . 证 
毕 . 

如 果 加 上 y 在 不 动 点 z。€ AD 处 的 解析 条 件 ,我 们 还 可 估计 了 在 
=O HIRET. 

3|381.6 i$ /: D DD 是 解析 映射 ,六 在 DD 内 局 部 一 致 收敛 于 
zo n db, X f FE zo AY SBIR FA RAT JG) = Zos Ab Z ,了 在 zo 的 乘 子 
A= f' (zo) 满足 [AL 二 1 或 4 二 1. 

WHA “不妨 假定 zo = 0, 这 时 了 在 0 有 展开 式 

f(z) =aAzt+olz) (x--0). 


由 æ) > O(n > co) 即 得 |4| <1. 下 面 证 明 , 如 果 [Al = 1, 那么 一 
EA A= 1. 用 反 证 法 , 设 和 A 二 e^,0 € (0, 270, 075 0. 这 时 ,7 了 在 0 的 
充分 小 邻 域 U = (z||z | <e) 内 单 叶 , 作 坐 标 变换 Z = logz, 那么 ,U 
提升 为 Z 平面 上 某 个 左 半 平 面 己 一 (人 Z = X + iY |X < X. (一 Xo 死 
分 大 ). 同时 ,三 可 提升 为 定义 在 已 上 的 函数 已 , 当 Re2 一 一 ce 时 ,有 形 
X 

F(Z) =Z 4-10 + 0(1), 0 € (0, 22). 


HiikHz€D(QU.XIMTZ-—X-riYe€P,-—X,f542 XB B 
F(Z) 的 展开 式 及 F"(Z) —-— oo(n — oco) 可 知 , 在 F IETF, RARAY 


虚 部 至 少 增加 二, 设 Z。 是 P 内 连接 Z 与 F(Z.) -RB.S L = 


F'(Ly), L= UL., BAL 是 一 条 位 于 了 内 , 且 其 上 任 一 点 的 虚 部 大 
于 等 于 Zo 的 虚 部 的 FF- 不 变 曲 线 . 记 V 为 P 内 那些 位 于 曲线 工 左边 且 
HERAT Zo 的 虚 部 的 点 组 成 的 集合 ,那么 , F(OCV,HFOoO- 
Vo. jd V — expV, U (0), 则 站 是 0 的 邻 域 , 且 COV) CV, fV) AV 
L5 


AR 1. DD. 由 定理 1.3, /为 严格 减 小 V 的 双 曲 度量 ,又 了 在 Y 内 有 
不 动 点 0, 由 引 理 1.1, f" EV 局 部 一 致 收敛 于 了 的 唯一 吸引 不 动 点 
0, 因 此 ,7 了 在 0 的 乘 子 [A] — 1. 与 假设 14| = 1 I. ae. 


£o = ex p(zo) 


* A= Xo 
Z 一 平面 Z 一 平面 


图 1.1 引 理 1.6 的 证 明示 意图 

当 区 域 D 为 单位 贺 盘 A 时 ,我 们 有 著名 的 Wolff-Denjoy 定理 ,这 
Bt, AER A ER BRS f 连续 到 边界 的 条 件 . 

定理 1.6(Wolff-Denjoy FH!) 设 厂 :4 一 人 是 解析 映射 ,那么 ， 

D f 是 绕 某 个 不 动 点 z。E€ A 的 旋转 ; 

2) f(z) EA 内 局 部 一 致 收敛 于 某 个 zo € A. 
(A SCA Um M), 

WAR ”由 定理 1.4, 我 们 只 要 证 明 当 Le) — 9A Bp" GO — 8E FR 
部 一 致 收敛 于 某 个 COA. 注意 到 在 此 时 ,f 在 A 内 没有 不 动 点 . 设 
fle =a afe), 那么 1(5) CA, Wi mi «f. 为 严格 减 小 双 曲 度量 ， 
且 在 4A 内 有 不 动 点 xz.. 由 于 了 在 A 内 没有 不 动 点 ,因此 当 e-> 0 时， 
z, — JA. iY, = ps(0, ze), U, (Zes 094) = {z € Al|pa(z, z) SY.) Æ 
闭 双 曲 圆 盘 , 那 么 0 是 U,(z。，ps) 的 边界 点 . 现 取 *e 的 子 列 se > 0, 使 得 
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z > zo € A, 那么 U,, (zs，pa) 有 一 个 极限 圆 盘 Do, 它 以 0 为 一 个 边界 
点 , 且 与 单位 圆周 相 切 于 zo 另 一 方面 ,由 推论 1.1. SU, Gs. ps)) C 
U, (ze Pa), [RC f EU, RE UL 内 , 仍 由 于 SEU 内 没有 不 动 点 ， 
则 对 于 z € Us, f(z) > Wy, i £€ 3aUo 是 户 (=) 的 一 个 极限 点 且 2 尖 
zo ,那么 , 同 定理 1.5 的 讨论 ,z 是 f 的 不 动 点 ,但 与 4€ 4 了 矛盾 ,因此 ， 
产 (z) 只 有 一 个 极限 点 zo € OA, BI f(z) ez (n> oo), 继续 同 定 理 1.5 
的 讨论 ,4 内 任意 两 点 的 轨道 有 相同 的 极限 点 集 ;, 因 此 ,对 VxE€ A, 
f(z) > zo € JA (n> co). PER. 


$1.4 其 他 Riemann 曲面 上 的 解析 动力 学 初步 


前 面 介绍 了 双 曲 Riemann 曲面 上 的 解析 动力 学 . 定理 1. 4 说明， 
双 曲 Riemann 曲面 上 的 动力 学 性 质 是 比较 简单 的 .现在 我 们 来 观察 其 
他 类 型 Riemann 曲面 上 的 动力 系统 .由 定理 1. 2, 我 们 知道 ,其 他 类 型 
Riemann 曲面 共有 四 种 : 环 面 了 , 复 平面 TEL BI UR Rie- 


mann 球面 名 

先 观 察 了 了 上 的 解析 动力 系统 . 我 们 将 看 到 ,7 上 的 解析 目 上 映射 有 
相当 简单 的 形式 . 首先 我 们 有 了 = V/A, 这 里 4 是 由 两 个 实 线性 无 关 
的 复数 w, w 生成 的 格 点 群 . 同样, 我们 可 以 用 万 有 履 盖 曲面 ERE 
然 参数 作为 了 的 人 参数， 

9|38 1.7. T 上 的 解析 自 映射 必 为 仿 射 映射 z 一 az + c(mod A). 
这 里 a 满足 aA CA, 

证 明 ik /: TOT eR BRA. T = @/A, 不 妨 设 4 由 复数 
LRT 如 生成 ,f 可 以 提升 为 了 的 万 有 覆盖 上 的 解析 自 映 射 
下 :知客 ,那么 ,对 任意 AGE A, 有 F(z 十 4) 一 f(z) EA AFAR 
离散 点 集 ,因而 F(z 十 4) 一 f(z) =A € A, 特别 地 ,存在 A, À; € A, 
有 


Fie+1) = F(z) + As Flie +o = FO) +A, 
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4 gliz) = F(z) — Az, PA ele +1) = glz), gz +r) = gl) + 
(A, — At). MRA, — Ar — 0, 那么 ,对 任意 4€ A, giz +A=e), 
Aitg Ht 3v BUD BUE S.H Liouville 定理 , g) =c CH 
MD GA, — AT HAO, ERE m: € S X / (一 AD) m'a A. 
MURA oe" RAT mg, HA te ele 十 4) — 79g) 
(A € A), KIRA eC) =c, 所 以 , Fe) 二 Az 十 c. Ra=aA,, 那么 
f(z) = az + c(mod A). 又 对 任意 4€ A,F(z 十 4) 一 F(z) E A, EX 
W.B fg eA € A, Hl aA C- A. TER. 

下 面 给 出 ER BRA ASH AB, eax HR. VAS» Jd 
期 点 起 了 重要 作用 . 

定义 1.3 if: SSE Rieman HE S EW RA BR. € 
S RAE f 的 周期 点 ,如 果 存 在 宇 1, 使 得 

fr*(z) =z. 


满足 上 式 的 最 小 p 称 为 周期 点 z 的 周期 ,周期 点 的 轨道 称 为 周期 轨道 ， 

显然 ,周期 轨道 是 一 条 有 限 轨 道 . 

引 理 1.8 设 f(z) = oz 十 cl(mod A 是 环 面 7 = C/A LRH 
映射 ,如 果 a 关 0, 1, 那么 ,f 的 周期 点 在 TT 上 稠密 . 

证 明 设 A 由 1 与 rR 生成 ,由 于 a 关 1, 了 在 T 内 人 至少 有 一 个 
不 动 点 co, 作 合适 的 坐标 变换 ,可 以 假设 f(z) = az(mod A). 现 考 虑 
f*(z) — a?z, b Z1. 由 于 ah4CA,arhC A, 因 此 wr 一 定 有 形式 a? = 
m, +n,t, 这 里 m,n, € Z. MRE M>O, |m,| + in| SM 
(p>1), 那么 ,一 定 存 在 pi> po EI a^ = a^, 因此 ,对 任意 
z € T, ai ^(a^z) = a^z = a^z, Bl a^z Té f£ AHR. 由 于 了 是 到 
EK. BER IC T ESKARA. A. AURE |m,| + |n,| — 9o 
(po). 又 因 z ET 是 了 的 周期 点 , 当 且 仅 当 存在 p 之 1,z WEN 
程 f*(z) = a^z = z(mod A), 等 价 地 (Gm, 一 1) 十 nprt)z =m 4 ncGX 
Em, nE Z), 而 在 任意 半径 为 21 9m, — 1) + n| WAR U 内 ,都 可 
选取 适当 的 m, n E Z, 使 上 述 方程 有 解 zo。, 所 以 zo BA f 的 周期 点 . 
但 由 |m,| + [n, | 一 œp — œ), 4 p AORE, U 的 半径 可 以 任意 
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小 ,这 就 证 明了 了 的 周期 点 在 工 内 稠密 .证 毕 . 

引 理 说 明代 上 的 解析 动力 学 是 复杂 的 ,但 不 难 加 以 统一 的 刻画 ， 
以 后 我 们 也 不 再 讨论 全 上 的 解析 动力 系统 ,余下 的 情形 为 Riemann $R 
Ii. e 和 穿孔 复 平 面 多 * 上 的 动力 系统 . 

如 果 f ES 必 儿 的 解析 映射 ,那么 f 只 有 有 限 多 个 极点 为 奇 点 ， 
故 f 一 定 是 有 理 函 数 . 车/ :多 一 安 是 解析 映射 ,那么 了 是 整 函数 ,而 
f: t ow 的 解析 映射 是 以 0 和 oo 为 本 性 奇 点 的 解析 函数 . 我 们 称 
名 上 的 解析 动力 系统 为 有 理 函 数 动力 系统 ,而 上 的 动力 系统 称 为 整 
函数 的 动力 系统 . 由 于 儿 是 多 ' 的 万 有 著 盖 曲面 ,而 且 投 影 为 指数 函 
数 ,不 难 把 名 * 上 的 解析 自 映射 提升 到 宅 上 来 考虑 ,因此 ,以 后 我 们 将 
只 讨论 有 理 函 数 动力 系统 和 整 函数 动力 系统 . 

现在 我 们 举例 说 明 寡 (或 安 ) 上 解析 动力 系统 的 复杂 性 ,考虑 最 简 
单 的 安 上 (同时 也 是 © Dmm Hit xx. 

Hnc — Az(1 = a 


这 里 4 为 非 零 参数 . 

显然 , 当 |z| 充 分 大 时 , f(z) > oo(n > 99), BI z 的 轨道 趋向 于 
co, co 是 f, B S | RS ER. 

现在 考虑 0 二 4 三 4, 这 时 实 轴 上 区 间 了 上 = [0,1] z& f HAE 
EAC) Cl, AE z CI AREA GAM Oo. 考虑 xz EIT 的 轨道 ， 
A 有 两 个 有 限 不 动 点 S = 0, 及 z —1— 5, 它们 分 别 有 乘 子 
file) = à, fil) 二 2 一. 我们 让 4 从 0 开始 逐渐 增加 , 易 验 证 : 当 
0 二 4 忒 1 时 ,任意 xz ET 的 轨道 收敛 于 zx。 二 0; 而 当 1 < 二 4 三 3 时， 
z € 7 的 轨道 将 收敛 于 吸引 不 动 点 zs. 让 4 继续 增加 ,我 们 看 到 z 的 轨 
道 既 不 收敛 于 z = 0, 也 不 收敛 于 = (此 时 它们 的 乘 子 之 模 长 均 大 于 
1). 数值 实验 表明 ,此 时 z 的 轨道 交替 地 收敛 于 两 个 不 同 的 点 户 和 9， 
Bl f(r) > p, f"(z)  q(n— oo). LE, p Rg ENERG) =z 
的 两 个 不 同 于 z 与 zi AR, OD — 9. Aa = 5 Bp, gh BS, 的 
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周期 为 2 的 周期 轨道 ,我 们 称 z 的 轨道 收敛 于 一 个 周期 为 2 的 周期 轨 
道 {p, q) 这 时 ,周期 点 p 的 乘 子 ( 凡 )'(p) 的 模 长 小 于 1. 如 果 让 4 再 继 
续 增 加 , 当 ASABE MAA, 二 4 BIET CSD) (PARKA 1. 而 当 à 
fast a, BE. | CF! Cp) | > 1, 这 时 ,z 的 轨道 也 不 能 收敛 于 2 周期 轨道 
(p, qa) ,数值 计算 表明 ,此 时 z 的 轨道 将 收敛 于 一 个 周期 为 4 的 周期 轨 
道 . 再 继续 增加 4, 那 么 z 的 轨道 将 随 着 4 的 增加 而 收敛 于 8 周期 轨道， 
16 周期 轨道 ,…… 等 等 . 而 当 4 二 4 时 , z E 了 的 轨道 不 再 收敛 于 任何 周 
期 轨道 ,除非 = 本 身 是 周期 点 .而 f; 的 周期 点 在 区 间 1 上 稠密 , 且 存 在 
这 样 的 = C1, 其 轨道 也 在 [上 稠密 .上述 倍 周期 现象 可 用 下 面 的 图 
1. 2 来 描述 . 对 于 复 的 4 及 复 的 zx, 其 轨道 将 更 为 复杂 ,此 时 尚 无 法 进行 
描述 (参见 文献 "1). 

上 述 简 单 的 函数 族 说 明了 多 ( 或 多) 上 的 解析 自 映射 ,其 轨道 有 各 
种 各 样 的 极限 状态 ,是 极为 复杂 的 ,而 且 , 不 同 的 映射 有 不 同 的 动力 学 
性 质 ,因而 ,其 动力 系统 有 相当 丰富 的 内 容 , 有 必要 进行 深入 的 研究 . 
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第 二 前 ”有 理 国 数 的 动力 系统 : 
Fatou-Julia 理论 


HKA EA Riemann 球面 多 上 的 近代 开始 于 1906 年 Fatou 
的 一 篇 论文 ca ,他 发 现 ,对 几乎 所 有 的 点 ,有 理 函 数 f(z) 一 r/e 
2) 的 轨道 均 收 僵 于 0, 但 有 一 个 Cantor 集 为 例外 . 稍 后 ,Fatou ™ fl 
Julia… 独 立地 对 有 理 孙 数 的 迭代 进行 了 系统 的 研究 ,发 现 了 有 理 果 数 
具有 丰富 的 动力 学 性 质 ,而 在 此 之 前 ,解析 水 数 的 迭代 都 是 在 不 动 点 的 
一 个 邻 域内 进行 讨论 的 . 这 些 局 部 研究 是 在 19 世纪 末 由 Schröder, 
Koenigs" Leau" ffl Böttcher Y WR BUA AY Siegel 等 所 发 展 . 本 
章 将 介绍 局 部 的 和 整体 的 动力 系统 的 这 些 经 典 结果 . 


$2.1 基本 概念 


§2.1.1 周期 点 


WR: BERG RI R 可 表示 为 
R(z) = P(z)/Q(2), 
这 里 了 和 QQ 是 两 个 多 项 式 , 没 有 公共 因子 , 即 (P, Qo — 1. ii degP 为 
ZHR P 的 次 数 ,定义 
degR = max (degP, degQ), 
称 为 有 理 函 数 R 的 度 , 它 等 于 方程 R(z) = a € € MRM TR CERT 


车 数 ). 
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4 degR = 1 时 ,R(z) 为 分 式 线性 变换 R(z) = A, "n 


0, X FR Jj Mobius 变换 . Mobius 变换 的 动力 学 非常 简单 ,读者 不 难 自 
己 加 以 考虑 ,我 们 不 考虑 这 种 情形 . 当然 也 不 考虑 RGO — C 的 情形 ， 
因此 ,我 们 只 考虑 degR > 2 的 情形 . 以 后 , 若 不 加 说 明 , 我 们 说 R 是 有 
理 函 数 总 是 假定 degR > 2 的 ,而 把 度 为 1 的 有 理 函 数 称 为 M6bius © 
m. 

下 面 引进 一 些 重 要 术语 .它们 中 有 些 已 在 第 一 章 中 定义 过 ， 

定义 2.1 设 尺 为 有 理 函 数 , degR > 2, z € E, 称 序列 (z = 
R° (zo), zi = R! Czo), 0, z, = R" (z2), =) A R EA zo 的 轨道 (或 称 
HJ IE FI LH). i gy Orl RAWAN Ol). RAB (z;, RC), 
R’ Czo), °°, R Cz), ee} AR ER zo AIX B RR Aw p] Sul, 
WA Or GO XX O^ (20). iX BER Cz) = CR") (eo) 表示 z TE R^ FH 
道 像 全 体 . TRU (205 zi. zons SR f(z_,) zs. M 
PRA zo A L3) x. 

一 类 重要 的 轨道 是 周期 轨道 ,定义 如 下 . 

定义 2.2 KrnECHR MAMA, MREEERM p 使 得 
R'(z) = zo, 满足 该 式 的 最 小 的 p RA zo 的 周期 . 这 时 ,zo 的 轨道 是 
一 条 有 限 轨 道 ; (GO = {zos z = RC ez)» t, zp- —R"'(G)O), RE 
为 周期 轨道 或 循环 ,p 为 其 周期 . 

显然 ,周期 轨道 内 每 一 点 都 是 周期 点 ,具有 相同 的 周期 p. 

定义 2.3 设 z。E€ 安 是 R 的 周期 点 ,周期 为 p, 则 称 4 — 
(R?*)'(zo) 为 zo WHF APMED. 者 zo 的 轨道 为 OG = (zo, zi; 


xa) HL A TR C). 因此 ,0(z。) 内 每 一 点 都 有 相同 的 乘 子 , 故 
4 也 称 为 周期 轨道 Oe. MIF. 
$ 2 = co BE R(2) = co 时 ,在 co 邻 域内 取 局 部 坐标 二 ,这 时 ， 


求 导 运算 在 ce 的 邻 域内 也 有 定义. 例如 ,如 果 RCO) = oo, Moo FEF 
Ajlim1/R' (z). 
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下 面 给 出 周期 点 的 分 类 . 
定义 2.4 设 z, 是 RR 的 周期 点 ,周期 为 p, 乘 子 4= 二 (CR*)'(zo)，, 那 


NE 


D 如 果 0 二 |4| 二 1, 则 称 zo 是 吸引 周期 点 ; 

2) WR A = 0, WPR zo 是 超 吸 引 周 期 点 ; 

3) 如 果 |4| 2 1. MPR zx。 是 排斥 周期 点 ; 

4) on R LA| =], WY EK zo 是 中 性 周期 点 ,此 时 ， À — ef"? c E, yt 
一 步 , 如 果 0 是 有 理 数 , 则 称 z 是 有 理 中 性 周期 点 ;如果 0 是 无 理 数 ， 
则 称 zo 为 无 理 中 性 周期 点 . 

上 述 分 类 对 周期 轨道 O(zo) 也 适合 ,对 应 地 称 为 吸引 周期 轨道 、 超 
吸引 周期 轨道 …… 等 等 . 
$2.12 有 临界 点 与 分 支 覆盖 

有 理 函 数 动力 系统 的 另 一 重要 概念 是 临界 点 ， 

定义 2.5 ibcC €,WRRG 二 0, 则 称 c 为 R 的 临界 点 .临界 
点 < 的 像 vz = Rc) 称 为 临界 值 , 即 R mJ ss. 临界 点 的 轨道 称 为 临界 
轨道 . 

直接 计算 表明 , 若 degR =d, Wl R 的 临界 点 个 数 不 超 过 2d 一 2. 如 
果 zE GREER WGA BBA RE x 的 邻 域内 是 局 部 同 胚 . 若 c 是 R 
的 临界 点 , 则 R XE c 的 邻 域内 不 再 是 同 胚 , 这 时 ,存在 局 部 共 形 映射 v. 
d. qc) = 0, J(R(C)) = 0, FB p Reg !(z) = z'( Z2). HRA 
R 在 点 < 的 局 部 度 ,& 一 1 是 临界 点 c HER ER CORO Je REP) T 
集 ,V(R) 是 RR HERE, IWA, R: ER ID 9 €NV (RES 
BE. 

定义 2.6 if S, 5 S, EWA Riemann 曲面 ,解析 映射 f : S. 一 
S, 称 为 d BALEA (d< 09) , 如 果 对 任意 的 w € S, FE w HIR 
域 W ,使 得 

1) f (W, w) =Ü V; z), 这 里 z; Ew ORV; ez 的 邻 域 
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H V; NV — OG 5: 

2) FERR 9, : Vi A, gz) = 0, py: Wed, gliw) — 0, fii 
得 pe fe gz) = 2; 

3) jk, — d. 

ki 称 为 在 点 zj; 的 局 部 度 . RA, 2 2, 则 称 z) 是 了 的 分 支点 ,此 
ik X OS z 的 分 支 指 标 ,&; 一 1 为 分 支点 的 重 数 , 无 分 支点 的 分 文 
$8 m A s AN. 

下 列 性 质 是 直接 的 ,读者 不 妨 自己 验证 : 

D EÑ w € S, 593818 Sf Cu d SAGTHRO Kd 也 称 为 分 
x Bx f ABR AT EE , fal PR EE 

2) WCS: 4 — p ER BASES WOW HORE. 
下 是 广 :GY) 的 一 个 连通 分 支 , 则 了 也 是 六 o W Bie. 

度 为 4 的 有 理 函 数 是 作 到 和 的 分 支 覆 盖 , 分 支点 即 为 临界 点 ,而 d 
即 为 其 映射 度 . 

下 面 定 理 中 的 Riemann-Hurwitz 公式 经 第 要 用 到 . id X CS) 为 曲面 
S 的 Euler RERU 

定理 2.1 KS:S, +S, BRALA, d<, 又 设 了 的 分 
支点 为 cly czs ts ca， 对 应 的 分 支 指 标 为 上 ，ks，… Rue BBS 


WSD =d-+x(S,) 一 NC —= 4); 


证 明 将 曲面 作 三 角 前 分 , 则 Euler 示 性 数 = 顶 点 个 数 十 面 的 个 
数 一 边 的 个 数 . Wie. n vw } 是 分 支点 集 {cl，…，c*} 的 像 集 (2 x 
n), Xt S. 作 三 角 训 分 ;使 1， …, vw 为 顶点 ,那么 ,这 个 三 角 齐 分 在 了 
下 的 提升 为 Si HEARD. X. S, 的 边 和 面 的 提升 不 含有 分 支点 , 故 每 
一 边 和 面 的 提升 对 应 于 d 个 S, 的 边 和 面 . 另 一 方面 SHA z xv, 则 
z 也 提升 为 d 个 Si 的 顶点 . 现 考虑 顶点 v RR EL ARR Gott 


c, Q 之 n)，, 由 分 支点 定义 , 广 :(w) 内 点 的 个 数 — d — 0; — D. B 
25 


此 S, 的 顶点 个 数 = d x SL 的 顶点 个 数 一 Di — D. Ali XS) = 


d * X(5,) 一 Se, 一 1). WEH. 

推论 2.1 上 度 为 4 的 有 理 函 数 R 的 临界 点 的 个 数 ( 计 重 数 ) 等 于 
2d — 2. 

证 明 ”由 于 多 同 胚 于 单位 球面 ,其 Euler 示 性 数 US) = 2, 因此 


由 Riemann-Hurwitz 公式 ， » G: 一 1) — 2d — 2. 3X H k 为 临界 点 的 
i=] 


局 部 度 ，>)Ck, 一 D 即 为 临界 点 的 个 数 ( 计 重 数 ). 证 毕 


注 Euler 示 性 数 是 定义 在 紧 曲 面 上 的 ,但 是 我 们 不 难 将 其 推广 
$l dE XS Riemann 曲面 上 .者 Riemann 曲面 $$ @ n < oo 个 边界 分 支 , 则 
S 同 胚 于 一 个 紧 Riemann 曲面 $ 挖 去 个 穿孔 点 . 定义 AS) = 
X GS) — n, jXHj , Riemann-Hurwitz 公式 仍 成 立 . 

FHRA — T NEN. 

定义 2.7 一 个 映射 f RAELA., ng SET S gx UE 
SA. 

5| 理 2.1 WS, ILS, ÆRA Riemann 曲面 , : S, — S; 是 解析 
映射 ,那么 f 是 有 限 层 分 支 履 盖 的 充 要 条 件 是 f 是 道 紧 的 . 

证 明 显然 ,有 限 层 分 支 覆 盖 是 逆 紧 的 . 我 们 要 证 明 相反 的 结论 . 
Ww € 5, 是 任意 一 上 ,由 逆 紧 条 件 及 解析 映射 零点 孤立 性 , Áo 00 = 
(zis tt. m.) 是 有 限 集 . 由 解析 映射 的 局 部 性 质 ,存在 = 的 局 部 坐标 邻 
W U; Rw 的 局 部 坐标 邻 域 Wi;, 以 及 局 部 坐标 投影 8 SU, — A, 
Q(z) = 0, 4; : Wio A,d;Qw) = 0, ER gio fo @ (ze) = 25(R5, > 1). 


下 面 我 们 证 明 存 在 ww 的 邻 域 W COW, 使 得 /1(W) CUU,. 事实 
上 ,容易 验证 一定 是 闭 映 射 , 故 f(S'\ UU) 是 闭 集 , 且 不 含 w. Hie 
它 为 4, 则 SAA Æ w HRR, SSAA CUU,. tw HRW C 
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SAA, WCW, WW BI Bio. 4 V, 一 Un £^ QV), 我 们 就 得 
£l T 4r me MPH 1053 20. 下面 证 明 3). 由 于 S; 中 任意 两 点 可 由 
一 条 道路 连接 ,而 该 道路 可 以 被 有 限 个 上 面 所 取 到 的 邻 域 所 覆盖 , 相 邻 
两 个 邻 域 内 点 的 道 像 个 数 ( 计 重 数 ) 是 相等 的 ,这 就 证 明了 S 内 每 一 点 
的 道 像 个 数 ( 计 重 数 ) 是 相等 的 . TE. 

引 理 2.2 ib V WW ECHR, :V o WRI, EER V, 
那么 ,三 是 有 限 层 分 支 履 盖 的 充 要 条 件 是 f(93V) Caw. 

证 明 由 引 理 2.1, 上 是 有 限 层 分 支 覆 盖 等 价 于 f EX XB LE 
充分 性 . RK CW 是 紧 集 ,我 们 要 证 广 '(K) 是 V PRR. WETA, 
则 在 在 点 列 {z.) CI CK), 使 得 zx, 一 z E939V, 于 是 f(z,) 一 f(z)E€ 
K, KS K (1 3W = Ø 牙 盾 .再 证 必要 性 .这 是 由 于 ,者 有 xz E OV, 使 
得 f(z) EW, 则 对 于 是 FGORJBISBS KS OEV 中 非 紧 ,此 与 逆 
紧 性 牙 盾 .证 毕 . 

分 支 覆 盖 事 实 上 可 以 是 无 穷 层 的 ,因此 ,一 般 的 定义 如 下 : 

定义 2.8 设 S, 和 S, 是 Riemann 曲面 ,ff : S, > S; 是 解析 映射 ， 
那么 f 称 为 是 分 支 覆 盖 , 如 果 对 任意 的 w € S, FE w 的 邻 域 W ,使 
得 对 /1(W ) 的 每 个 连通 分 支 Vi，f V > W S XAR. 

RERE FHM. 两 个 有 理 函 数 Ra 和 R BHC. 
果 存 在 多 上 共 形 自 同 构 及 ,使 得 R 二 h。R,。h-!. HOEdESERUE BEER 
有 相同 的 解析 动力 学 性 质 , 所 以 只 要 讨论 共 绒 等 价 类 中 的 一 个 消 数 就 
ÉT. 例如 : 任 一 二 次 多 项 式 共 形 共 轿 于 下 面 的 形式 : 


p(z) =z +C, 
这 是 我 们 最 感 兴趣 的 函数 族 之 一 ,将 作 专 门 介 绍 . 


$2.2 Fatou 集 和 Julia 集 
Fatou 集 和 Julia 集 是 有 理 函 数 动 力 系统 中 最 重要 的 概念 ,在 引进 


它们 之 前 先 要 介绍 Montel 的 正规 族 理论 . 
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定义 2.9 BRUCCR—-F RRS RU NCH RH GE £i 
函数 ) 族 ,如 果 多 PLE — FEAR AT BB 2c 9 FE KH 是 
一 个 正规 族 ( 这 里 ,收敛 是 在 球面 度量 下 的 ). 等 价 地 ,. 在 紧 开 拓扑 下 
是 相对 紧 的 . 

正规 族 还 有 如 下 等 价 定义 (参见 文献 Am) 

定理 2.2 1) 多 是 正规 族 的 充 要 条 件 是 . 是 局 部 等 度 一 致 连续 
的 . 

D 9 REM ERE Be OO of € F) 在 
U 内 是 局 部 一 致 有 界 的 (Marty 定理 ). 

下 面 的 Montel 定理 是 正规 族 的 基本 判 则 ,也 是 Fatou-Julia 理论 
的 基础 之 一 . 

定理 2. 3(Montel I) BF 是 U 到 它 的 解析 映射 族 ,如果 
每 个 Fe 多 都 不 取 寡 内 固定 的 三 个 不 同 点 as ar a 那么 ,多 BE 
规 族 . 

证 明 二 2; — V? Nas », a3}, 那么 ,对 任意 的 JEF ,f: U = 
5,4 HAA wC) [dz [FII Az, GO [dz (ÆR U M 2 上 在 自然 坐标 下 的 双 
HH BE dk. 由 Schwarz 引 理 (定理 1. 3), A CEDIS GO idz| x 
Au Cz) |dz |. 

MER K RU EXC EH EM, BBA ALGO «M — oo OM 为 党 
数 ), 因 此 Az Cf G0 | G2 | <M « eo. 注意 到 当 z BATIK TWA 

T" 2 : 
时 As, (z) 是 趋同 于 无 穷 大 的 , 故 存 在 常数 c, 使 I+ Ifl? x 

. V———— L (2)) — 0) DIF ie aR 
càs (J (z))， 这 就 证 明了 s | f(z) |? < As (7 DIF ) | cM < 
xo 证 明 中 我 们 假定 了 U 是 双 曲 区 域 ,但 当 U — v ET 时 ,U => 
V Ma, , az, ay) 的 解析 映射 只 有 常数 映射 ,这 就 是 著名 的 Picard 定理 . 
正规 族 的 定义 是 局 部 的 , 设 F RU wg, E M S 在 
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一 点 x EU 是 正规 的 ,如 果 存 在 z 的 邻 域 N..-7 是 NM 上 的 正规 族 . 显 
SR, HF TEU 内 每 一 点 是 正规 的 ,那么 EU 上 的 正规 族 ， 
现在 我 们 可 以 定义 Fatou A Julia R J. 
定义 2.10 BR: COCRAB BM, d = degR 之 2, 如 果 序 列 


("VE zo € © EMMY WW zo 是 RR 的 正规 点 . R 的 正规 点 集 称 为 R 
的 Fatou 集 , 记 为 FCR) (或 简 记 为 F). FCR) 的 余 集 称 为 R 的 Julia $, 
记 为 J(R) (或 简 记 为 J). 由 定义 可 知 , PCR) EF BSCR) EAR. 
F(R) 的 连通 分 支 称 为 Fatou 分 支 或 稳定 域 . 

S| 2.3 mÈ degR > 2, Mj RAW Julia Æ J(R) Æ Ø. 

证 明 WR JGO = BS, 则 {R") 在 整个 多 上 正规 ,因此 ,存在 子 列 


noo, fË R" 一 致 收敛 于 解析 映射 8: COC IRL, 也 是 有 理 函数 ， 
Ag 不 为 常数 , degg 二 oo. KFH j 充分 大 时 ,R" 与 g 有 相同 个 数 的 
零点 ( 计 重 数 ) , 故 degR"; = degg , fH degR"; = (degR)'; — œ(j— 09), 
AP A. WEB. 

引 理 2.4 .CR) 和 下 (R) 是 完全 不 变 的 , 即 RO GOD = J(R) = 
R-ICJCR)),RCECR)) = F(R) = RA (FCD). 

推论 2.2 若 刀 是 一 个 Fatou ^r x , RID) WE Fatou 分 支 ， 
R71'(DD) 的 每 个 连通 分 文 是 Fatou 27 x. 

引 理 2.5 对 任意 pp 这 0,J(R?) = J(R). 

上 述 引 理 和 推论 的 证 明 是 直接 的 . 

引 理 2.6 R 的 吸引 和 超 吸 引 周 期 点 属于 F(R), 排 斥 周 期 点 属于 
JCR). 

证 明 itz 79 ROB JA] E AA P CE zo 为 吸引 的 或 超 吸 引 的 ， 
则 其 乘 子 之 模 |4| = | (CR?*)'(zo)| « 1. 因此 ,存在 zo 的 邻 域 U ,使 得 
R^(U) CU. H Montel 定理 , z, € F(R’) = F(R). 大 zo 是 排斥 的 , 则 
|A| 2 1. 假设 =z € FCR), WEE zo 的 邻 域 U 以 及 子 列 {R™"i} ,使 得 
REU 内 局 部 一 致 收敛 于 一 个 解析 函数 g EAA g (zo) = zo 这 时 
(Rm)'(z0)—>g' Czo) Goo) , IB. (RY (z) = A — oo, AHR. WES. 

29 


EN z € © KPI GO.) = (x € * |Og(z) N Orlea) 天 
OQ}, Bl z € GOr(zo) 4AM SEE m,n >0,R"(z) = R'GO. BR, 
大 轨道 是 R 完全 不 变 的 . Or (Zo) C GO, (2); OR (za) C. GOg(z,). 


一 个 点 ae 寡 称 为 是 例外 点 ,如 果 它 的 大 轨道 是 有 限 点 集 , 记 例外 
点 集 为 EE(R), 它 也 是 完全 不 变 的 . 

95| 理 2.7 EA(R) 至 多 由 两 个 点 组 成 ,每 个 点 a € ECR) 是 超 吸 引 
周期 点 ,因而 ECR) C FCR). 

证 明 设 a E EGO, 那么 ,由 GOr (l(a) 是 有 限 集 及 完全 不 变 的 ， 
GOr(a) 即 为 a 的 周期 轨道 . 因此 ,GOr(a) 内 每 一 点 只 有 一 个 道人 和 像 点 ， 
即 得 a 是 一 个 (d 一 1) 重 临 界 点 (d = degR), 故 是 超 吸引 周期 点 . 由 
于 临界 点 集 是 有 限 集 (推论 2.1), 故 E(R) 是 有 限 点 集 . 若 ECR) 内 的 点 
多 于 两 个 ,由 ECR) 是 完全 不 变 的 ,得 儿 \E(R) 也 是 完全 不 变 的 ,因此 ， 
由 Montel 定理 , (REENE LER, HEE ER ERNE EE 
H, 5 JCR) z Ø AIS. WEE. 

+ Æ ECR)=(a},il| R^! (a) =a, fE Mobius 恋 换 , 令 a 一 co, 则 
R HE 3:88 T d 次 多 项 式 . FG ECR) = (a, b}, WE Mobius BR, 
S a—0, boo NI R JEJE dCSE T z — cz*^. ASA PS PUR dE 
JE 3E Sg T XA AE A SX zo z ". WABI. 

定理 2.4 对 任意 z。€ €NEQOO, 其 逆 轨 道 Ox (zo) 的 极限 点 集 包 
@ RAW Julia 集 J(R), 特 别 地 ,如 果 zo € JCR), WM Og (zo) = JCR). 

证 明 {ER z E€ JOD 及 z 的 邻 域 Co, 考 虑 局 -UR (U,), 那么 
R(U)CU , RIZEN UD € NEGRO. 这 时 zo。E U, WEE z CUL 
n， 使 得 R"(z,) = zo, Bl z, € Og (2), Alb z Æ Or (zo) 的 极限 点 . Mie 
Us — «NU , W| R^ CU) CU, X. di Montel 定理 ,Ur 至 多 包含 两 个 点 ， 
这 说 明了 US 内 任 一 点 的 道 轨 道 有 限 , 从 而 其 大 轨道 也 有 限 , 即 得 UC 
E(R). 

di zo € JR), 则 由 J(R) 是 完全 不 变 的 , Og (zo) CC JOD , 因此 
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Oz (za) 一 一 J CR). 


推论 2.3 Julia $ JCR) 如 果 包 含 内 点 , 则 J(R) — E. 
证 明 iz, E€ JO 是 内 点 , 则 存在 邻 域 UCJCR),z。EU. 对 任 


意 z E € NEGO, zo 是 Oz (z) 的 极限 点 , 故 存在 xz; € Ox GO, 使 得 
z EU CJR). 由 J(R) 的 完全 不 变性 , z € JR), ENER) C 


J(R). 又 因 JCR) 是 闭 的 , 即 得 CR) = V. 证 毕 . 

稍 后 我 们 将 给 出 一 个 例子 ,说 明 存 在 有 理 函 数 尺 , 使 得 CR) = 
E, 这 时 F(R) = Ø. 

推论 2.4 J(R) 是 完全 集 , 即 J(R) 不 含有 孤立 点 . 

证 明 首先 由 引 理 2.6 及 J(R) 的 完全 不 变性 ,J(R) 一 定 是 无 限 
集 , 故 至 少 有 一 极限 点 . 再 由 定理 2. 4, 得 每 一 点 都 是 J(R) 的 极限 点 . 
证 毕 . 

推论 2.5 存在 CR) 的 稠密 的 Cs 集 的 子 集 C, 使 得 对 任意 = € 
G, z 的 正 向 轨道 Or(z) 在 J(R) 内 稠密 . 

这 里 ,一 个 集合 称 为 G; 集 , 如 果 它 是 可 数 多 个 开 集 的 交集 . 

证 明 设 {B,} 是 形成 多 的 拓扑 基 的 可 数 开 集 族 , 对 任意 与 J(R) 相 
交 的 Bj, U; = UR "(I 是 开 集 , 且 由 定理 2. 3, U; N J(R) 在 JOD) 
ARH. C — OQ, (Y ODD, 则 G FEJ CR) PRAE , HE Gs SR. 对 任 
Ez EG, 其 正 向 轨道 与 每 个 B 相交 , 即 在 JCR) 内 稠密 . 证 毕 . 

& x 的 稠密 CG 子 集 也 称 为 剩余 子 集 ,一 个 性 质 对 = 属于 x BI 
余子 集成 立 ,也 称 为 对 一 般 的 (generic) z € X MAL. 

下 面 考察 几 个 特殊 有 理 函 数 的 Julia 集 . 

例 2.1 考虑 fle) = z^, |d| 三 2, 则 单位 圆周 S 是 万 的 完全 不 
变 集 . 如 果 d >0, 则 当 |z| 二 1 时 , 户 (z) 局 部 一 致 收敛 到 0, 当 |z| > 
1 时 , 户 (z) 局 部 一 致 收 伍 到 ce ,0 与 co 是 fi 的 两 个 超 吸 引 不 动 点 . 当 
|z| = 1 时 , 则 对 zz 的 任意 邻 域 U, 都 存在 点 zi, z EU, WE falz), 
faz) o dit fa} te [BLA] S' = (|z| = 1) 上 不 正规 . 因此 ,fi 的 
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Julia 集 是 单位 圆周 S. 同样 , 当 4 二 0 时 , JY) = S', 这 时 ,对 任意 
z ÈS, 户 (z) 收 敛 于 它 的 二 周期 轨道 10，ce ) 

例 2.2 f(z)==z’ 一 2, 这 时 实 轴 上 的 区 间 T== [一 2,2j 是 /的 
ZARETE, AEREI EENM 上 不 取 了 内 的 点 ,由 Montel 
定理 , M C FOOD. 又 当 |z| 充 分 大 时 , 户 (z) 一 致 收敛 到 co, 因 此 
FOEREN 上 局 部 一 致 收敛 于 co. Blitz € 1, 那么 在 z 的 任 一 
邻 域 U 内 ,有 些 轨 道 收 化 于 oo, 而 另 一 些 轨道 保持 有 界 ( 在 7 内 ), 故 
(PME € 7 不 正规 ,所 以 ne =@\I,Jf) =1. 

例 2.3 f(z) = 22 — l. 易 验证 ,f 保持 上 半 平 面 .下 半 平 面 以 
及 单位 圆 外 部 不 变 ， 因此 J CI= [一 1,1]. 在 T 上 /如 图 2.1 所 


示 . 考虑 区 间 =|- 1. 4) FU) C (RU (DNI. BI Lo C 


2 2 
FCRK);) = i， Hf 在 K: 上 单调 上 升 ， 1—],2.Ki J K, 在 每 个 K, 上 的 
逆 像 也 分 成 两 个 不 相交 的 闭 区 间 , 分 别 记 为 Ki 和 Ka HEE OR) = 
K;, i, j — 1, 2. 一 般 地 ,在 7 内 有 2 个 互 不 相交 的 团 区 同 Kis i, @ 
—1,.2,À—]1,--,0, 可 归纳 地 定义 如 下 : 

Era Bea GQ) LIS 


F(f). ig K, = = — il X Ex 1 | m JO» CK, UK,, 


Ww J = n | UL | Kaen We € J SARA n, FGO)€I,H. 
/是 完全 不 变 的 ， 与 前 面 一 样 , J(f) — J. 由 构造 可 知 ,J 是 一 个 完全 
不 连通 集合 . 称 J 为 一 个 (广义 的 )Cantor f£. 

最 后 ,我 们 构造 一 个 有 理 函 数 R, 使 得 IR) = €. 下 面 的 构造 是 
属于 Lattés""^" fg. 

例 2.4 EHET —4/A,xXHA—Z--czjÉmmnISc^N 
的 格 点 群 ,+ & 2. ZET 的 共 形 自 同 构 T(z) — — z(modA), I TET 
内 有 四 个 不 动 点 0, T. s 及 .考虑 商 空间 S 一 7 了/{z， 一 2). Bf 
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将 工 的 z 与 一 z 投影 为 S 中 同一 点 ,那么 S 是 一 个 Riemann 曲面 . 3H 
实 上 ,在 了 的 不 动 点 z; 处 ,可 以 用 € — z;)? 作 为 局 部 坐标 ,其 他 点 则 仍 
H z 作 局 部 坐标 . OH. ARRET 5 S 是 一 个 二 到 一 的 分 支 覆盖 (2 
层 分 支 覆 盖 ) ,分 支点 为 了 的 四 个 不 动 点 ,下 面 证 明 S JOE ARTT T.U 
先 由 了 是 紧 Riemann 曲面 得 S 是 紧 的 ,我 们 来 计算 S 的 亏 格 g. 由 于 
T 的 Euler RŽ X(T) = 0, 由 Riemann-Hurwitz 公式 : X(T) = 
2X(S) 一 4 得 到 X(S) = 2, KH g = 2 — 2X(S) = 0, BS APF Rie- 


A 
mann EX [A €. 


图 2.1 WH f(2) = 2z 一 二 


MT BT LSR : x — 2z (modA), 那 么 R 是 四 到 一 的 映 
射 , 即 deg R= 4, LRS I) —— z 可 交换 ,因此 RR 可 以 投影 为 S$ 到 S 
上 的 解析 映射 R. 如 果 我 们 将 S SMFS BA R 即 为 多 到 才 的 有 理 函 
数 , 且 有 degR —4. 由 引 理 1.8, 及 的 周期 点 在 T 内 稠密 ,容易 看 出 每 个 


周期 点 的 乘 子 为 2 的 舌 , 因 而 是 排斥 周期 点 . 投影 到 多 上 ,R 的 周期 点 
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t V P Rud. AMET RAMA. HSH 2.6 及 J(R) 是 闭 集 , 即 得 
R=. 

如 果 我 们 将 7 PU AR BH ADR We LW Th Ho, 0, 1, 
a € €, 可 以 验证 ,R 有 形式 ， 


E Uu eq 
ma 4wlw 一 1])Cw — a)’ 
、 Qe? + 1)? 
R(z) = jw — Dy 


82.3 周期 点 的 局 部 动力 学 (一 ) msl, 
超 吸引 和 有 理 中 性 周期 点 


现在 我 们 回 过 头 来 考虑 有 理 函 数 R 在 其 周期 点 附近 的 局 部 动力 
学 , 设 zo 是 R 的 周期 点 ,周期 为 Ps FFA A. E TF — Mobius 变换 将 z, 
PRA 0, 则 R^ 共 形 共 力 于 有 理 消 数 f, 它 以 0 为 不 动 点 , 且 在 0 RAR 
FA: 
f(z) = Az + az? + az? + es, (2.1) 


故我 们 考虑 函数 f 在 0 点 的 局 部 动力 学 . 
3 2.3.1 吸引 周期 点 情形 


这 时 0 二 |4| « 1. 我 们 有 下 面 的 Koenigs 定理 ,也 称 为 局 部 线性 
化 定理 . 

定理 2.5(Koenigs €H") 设 了 由 (2.1) 式 给 出 ,0 一 |A| <1, 
那么 ,存在 0 的 邻 域 U LLEVE — 85 PEE p: U 9 A = {z||z| 
<r}, 使 得 00) —0, (0) = 1, Hii Schroder 方程 : 


pe f(z) = AMXz). (2.2) 
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证 明 本 年 理 有 多 种 证 明 方 法 ,这 里 给 出 一 个 分 析 证 明 .98 的 唯一 
性 是 明显 的 ,我 们 证 明 gp 的 存在 性 . 

考虑 函数 (x) = f" GO, 它 在 0 的 邻 域内 有 定义 .车 当 n 一 oo 
时 ,多 在 0 的 某 个 邻 域 内 一 致 收 伍 , 则 极限 函数 BINE E Schröder 方 
££(2.225,H. 900 = 0, g (0) = 1. 

为 证 明史 WR Rc 0, fiic? << [Al —c—1, 又 取 0 的 邻 域 U, 
= {z| |z| < ô}, 0 RA) ERK z € U, B, |f(z)| 二 clz|, 因此 ， 
JU) C U,, AMER n > 0, (PC) <el] «8c. BA 6 BK 
分 小 时 ,存在 常数 天 > 0, 使 得 1f (2 — Az| << KIz|*(z € UD, di 


| f^*!(z) — AP (Ce) | < K|f*»|* « Kc" (z EU), 
因此 
IR (2) — «GI = upe f(z) — AP GO 


Kô’ 


< 一 一 一 
Li 


c? n | 
irl (s 


由 于 “一 <1, De WCG BE p 在 U。 PE 4 Sol dc 


Cauchy 序列 ,q, 一致 收敛 于 解析 函数 2 RA 充分 小 , 令 U = (A), 
则 定理 得 证 . 证 毕 . 

设 函 数 f 在 xz 的 邻 域内 有 定义 ,g TE wo 的 邻 域内 有 定义 , 若 存 在 
zo 的 邻 域 到 wo 的 邻 域 的 共 形 映射 ,使 得 pg。f。y ' — g, 则 称 了 局 部 
(FEB SER g. 定理 2.5 表 明了 在 0 点 局 部 共 辆 于 线性 映射 > Az, 
这 时 f 在 0 点 附近 与 z a 有 相应 的 欠 代 性 质 ,这 就 给 出 了 了 在 0 点 
附近 的 局 部 动力 学 模型 . 

注 ”定理 2.5 对 |4| 2 1 ERY aN RBS RS HD, 
此 , 当 |4| > INS EO At EEF z Az. 

JU FE FES TECH EE POR 的 吸引 周期 轨道 . 设 OC zy) = (255 215 
zi) 是 尺 的 吸引 周期 轨道 ,那么 对 每 个 zi(0 xj x p— 1), RP Fz, 
的 邻 域 U; Am 3E SE T z> Ae, AR (OD EU, 内 一 致 收敛 于 z. 
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记 4(z)) 是 包含 zj H Fatou 分 支 , 则 R” GO4EACGO AB BU 
zj, 称 A(z,) 为 (周期 点 z; 的 ) 吸 引 分 支 (也 称 为 吸引 稳定 域 或 吸引 盆 )， 


称 4(O(zu)) = U AGO 为 吸引 周期 轨道 OCzo) 的 直接 吸引 域 . 吸引 分 


支 是 周期 的 , 即 R*(A(z;)) = AG). 

定理 2.6 设 z, 是 尺 的 吸引 周期 点 ,周期 为 p RTA AAR) 
包含 zo 的 吸引 分 支 ,那么 存在 唯一 的 分 支 覆 盖 映 射 p: ACD V VIS 
足 e = 0,9' (zo) = 1, 且 使 下 图 可 交换 


oP 


A(z) AZo) 


|r i 


证 明 由 定理 2.5,z àz TEE z ARRU KHERI p: U| 
As qz.) = 0,9' (Zo) = l, 使 得 pe R^(z) = Az). 我 们 要 把 py ZE 
整个 4(zo) 上 . 注意 到 AG) = URU), 这 里 R-”(U) 取 包含 U 的 
分 支 ,对 任意 z € Ale), 存在 nn, 使 R”(z) € U, 那么 ,在 z AEX 
Kz) = <9 R” GO, BV gii E LIB ERR. DIRA JE EEG p 的 
定义 与 n 的 选取 无 关 , 故 定义 是 合理 的 ,由 yp 的 定义 形式 ,Pp 是 U, 一 
R-"(U) 到 其 像 的 分 支 覆 盖 . 最 后 , 9'(z) = 0 SEDET TE TE ”使 
(R^)' (z) 一 0, 故 2 的 分 支点 集 为 尺 的 临界 点 的 道 轨 道 ,p 是 AC 
安 的 分 支 覆盖 (无 穷 层 分 支 覆盖 ). 证 毕 . 

推论 2.6 IOG) = (zz) 是 R 的 吸引 周期 轨道 , 则 其 
直接 吸引 域 4(O(zo)) 至 少 包 舍 R 的 一 个 临界 点 c; H O(c) (| OCz) = 
Ø. 

WEAR HIE 4(O(zo)) 的 分 支 4(zo) 一 定 包 含 R^ 的 临界 点 . 令 
A, = AGQN ÜR” (zo) + MR A RE R^ 的 临界 点 ,那么 ,定理 2. 6 
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Ps} HESS p nO A S V7 = V N(O) BS OG AY 3 PIE ER EHE TH ER 
3 A(zo) C JO) 及 J(R) ETERA, A 是 双 曲 Riemann HA, me” 
是 抛物 Riemann 曲面 ,这 是 牙 盾 的 . 

男 一 方面 , 若 cs 是 R^ 的 临界 点 , 则 一 定 存 在 ,0 夺 kp 一 1， 
R' (R (c,)) = 0, E c = R'Cc,) € AG C ACO GO Æ R DERA. 


$2.3.2 超 吸引 周期 点 情形 


这 时 4 二 0, 在 适当 的 Mobius 变换 下 ,在 0 点 的 展开 式 有 如 下 形 
R: 
f(z) = z + an te (k nR), (2.3) 


这 时 ,我 们 有 下 面 的 B6ttcher 定理 . 
定理 2.7(Bottcher) FHP! 设 f 由 (2.3) 式 给 出 ,那么 ,存在 0 
的 邻 域 U 以 及 唯一 的 共 形 映射 9:U — A CO r <1), fifi KO) = 0, 
g (0) = 1, Hi Æ Böttcher 方程 : 
pe f(z) = Pz)’. (2. 4) 


证 明 ”比较 (2.4) 式 两 端的 系数 ,利用 规范 条 件 即 得 8 的 唯一 性 . 
下 面 证 明 ?的 存在 性 . 

He Uy = (zlili <0) 充分 小 ,使 /U) CUs, BEU, 内 只 有 唯一 
的 零点 0, 这 样 EU 内 的 局 部 度 为 &, 疡 在 UVo 内 的 局 部 度 为 如. 在 
U 内 ( 户 (z))' 的 每 个 分 支 是 单 值 映射 , 取 & U 5, 


alz) = (f(z) 


是 其 中 一 个 分 支 , 使 得 (0) = 0, (0) = 1, BA MRE EU. 内 一 
Bue Fo, p 满 足 Böttcher 方程 (2. 4) ,以 及 规范 化 条 件 9X0) = 0, 
dd (0) = 1. 
"Gul («TE Uo 内 正规 ,这 只 要 证 明 
hz) = logs lg. G2 | = 去 log+ |G)! 


37 


一 致 有 界 , 这 里 log. x = max(logz, 0). 234 Us 充分 小 时 ， 
| m I1 十 aiz 十 … 和 | 一 2 (z C UD, 
HSU.) C U,, 故 对 任意 > € Ud, 


f GG» 
Cf? (z))' 


+ log. |z| 


hz) < >} log, 
J=0 


< log2 * >) pia <0. (2. 5) 
y=0 


(2. RBS T lo) IE Uo 内 一 致 有 界 . 
再 证 每 个 收敛 子 列 {9, } 的 极限 函数 满足 (2. 4) 式 , 由 于 


it, * f(z) 一 (G,G'| = 1G8* GE; — 0G) 


RD TA 

a en | i 
HEU., 内 Sle) >e), WR f(z) > 0(n > oo) , A 19 C22] — 
RAH. TERE |a ° f(z) 一 6,(z) 10-99). 

由 唯一 性 ,每 个 收敛 子 列 收敛 于 同一 极限 函数 9, 故 CONF p HE 
毕 . 

定理 2.7 表明 在 R 的 超 吸 引 周 期 点 附近 ,R?* SFR z 一 
z*, 这 是 超 吸引 周期 点 的 局 部 模型 . 

ib Oz.) = (zy, z;. 7. z, 1} 是 RR 的 超 吸 引 周 期 轨道 ,我 们 可 以 
同 吸引 周期 轨道 一 样 定 义 O(zo) 的 直接 吸引 域 4(OCGzo)) 以 及 对 
z; € Olz.) 的 超 吸 引 Fatou 分 支 4(z))，4(z)) 也 是 周期 的 . 为 方便 计 ， 
我 们 考虑 zo 为 超 吸 引 不 动 点 ， 

定理 2.8 设 z。 是 R 的 超 吸引 不 动 点 ,A(zo) 是 超 吸 引 分 支 , 那 
么 ,下 列 两 者 之 一 成 立 : 

D R: Ale)? AGOJSUE3ESUT ER g: A A,z 25 

2) 4(zo) 包 含 一 个 临界 点 ,其 轨道 与 zo 不 交 . 

证 明 若 4(zo)N ÜR Co) 不 含 临界 点 ,考虑 zo 的 单 连通 邻 域 
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= |p, 1" 


Usi U, = R^"(U), xx B U, RAF VU, 的 分 文 , 则 民 : U,NR Ceo) 
mm LoNzo} 是 无 分 支 覆盖 ,由 Riemann-Hurwitz 公式 ,U,\R "(90 4 Uo 
N{zo} 的 Euler 示 性 数 都 为 0, 即 得 U, 也 是 单 连通 的 且 R” GO HEU, 内 
只 有 一 个 点 zo 这 样 , 定 理 2.7 UB BU ep D CE 3t p nf DS GI 


qz) = [ge R"G2]* 扩充 为 AG DASE. 证 毕 . 

注 当 A(zo) 内 包含 一 个 临界 点 CE zo 时 ,9 不 能 扩充 到 整个 A(z。) 
上 使 得 它 满足 Böttcher 方程 ,这 是 因为 在 c 附近 , (p> R(z) FARRER 
定 为 一 个 单 值 函数 . 但 og 可 扩充 到 上 面 的 U, 上 ,直到 上 U 包含 一 个 临界 
点 为 止 . 


$2.3.3 ”有理 中 性 周期 点 情形 


设 f hO DEAH, AXT, A= et AE p gE N, p,q) = 1. 
首先 考虑 4 = 1 的 情形 ,这 时 ,了 可 写成 
f(z) = z + az**! + oC|zl^*5, (2. 6) 


xHaz0,Rkl. 

先 证 明 一 个 引 理 , 记 Raa = (z = utivlu>z—alv|},KEB.z, 
a>0, r 充分 大 . 

引 理 2.8 i g HENE Rs 内 的 单 叶 解析 函数 , 当 | 上 5 一 咯 
时 , gE =F+1+001), 那么 ,存在 RR,,s 内 的 共 形 映射 9, poo) = oo, 
qeG»/£-1C|£|-99), WIE Abel 方程 : 


pe gE) = pø) +l, (2.7) 
证 明 记 gC =—t+14+710, 10) = T + B 4o, 作 变 换 
toO = [tC log£ + 0(1), 


这 里 在 R,,, 内 求 不 定 积分 , 易 验 证 hi(oo) = oo, h/g > 101] 一 
oo), 利用 Cauchy RAAR, 1700| = A/D, & (AQ) = 
o(1/|S| 一 oo), 于 是 
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h,» gO) — h,Q 4-124 53€) 
= h,KQ» T A O0 + 7)) + oael) 
| =h,(€)+1+0(1/|€|), 
Bl g Æ R. HBR T oe. 65 hago hy’) — 6-12 o0/1I€0. 
对 e PETT IA FEA SERENE TE A. [818 g) HEME T gi: Soh, 
gis h; (D =F4+1+o00/|F\*), BIG, Cl OK, 


gt $-— 34) xe (2. 8) 


另 一 方面 ,在 Ret 充分 大 时 ,比如 Ref > z, Ti x 充分 大 , 则 
a1 > IS] +5. (2.9) 


Mm MER E E Raas FEN = NO), 4SnSN it, Regi(f) x, 因此 
ac NS lei] > ler tO | + > > gd zo-N. 
E SLERBU I] pE = g1 0D — n. "nS y, E R,,, 内 局 部 一 致 收敛 
TN .g00-dD-1.90)—t£--1-4o0XI£| +x), > 
p= ¢ ° h, oh, BARK. 
(ERIRE (C2. 803X (2. DR ERR > OR SN, 


At+k—] 


deu — ADIS > IzRDT 


< >) GT Era T eo (n — co), 
E b... 是 一 个 Cauchy 序列 ,在 Rs 内 局 部 一 致 收敛 .证 毕 . 
现在 回 过 来 考虑 由 (2. 605 258 oY ER EC f. 了 在 0 的 充分 小 邻 域 U。 
内 是 单 叶 的 , 令 5 = A(z) =— 1/kaz^, 那么 z = h(E) 为 co 邻 域 
Ur = {|5| > R} ADR EM oO =h. fehl), We th 
为 Ur ABBY k (ERENT RR 
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取 z 充分 大 ,使 R,,。 CUr, 这 时 h-! 在 R,,, 内 可 取 到 个 单 值 分 支 
hy Q =] yj 1H L, zm h; CR.) > elit k 个 互 不 相交 的 单 连 
KM WOAAKWAA HE OKADA 20/1, HHO — x — 
arc ctga. TE L; 内 ,h 是 一 共 形 映射 ,从 而 f 在 工 ; WHET Raa N 
RET MW gj S She fo h; CO, CE g TE R.,, 内 的 一 个 单 值 分 支 , 当 
IE 一 co 时 ,有 
l 


kaz‘ 


gO) =hefeky'()=— (1 + az* + o(|1z])5* 


= £(1 + &az* + o(I1z 1*5) 
i 
6 
一 了 十 1 十 o(l). 


由 gji(R C Ria U (oo) Æ goo (€ R,2,18 f(L) CL; U 
(0), Hf 2) > 0G € LO. RL; A f YE O RSI ERR. 由 引 理 2.7， 
gi Æ R,,PIJES3ESE-F £9 £471, S EL ABR EO £241. 
BIR L, Fl Lat 0 ze fy 20 — 06)/k — =. 

另 一 方面 ,考虑 fe) =z — ae*t!+o0C[z[**')Clz| — 0), Bü £7 
TE O0 RIA k PRS EBL, G=1, 2, =, 2), BL; £0 RTA 
也 为 20/k, 且 正好 位 于 相 邻 的 两 个 吸引 花瓣 工 ; 与 也 + 之 间 , 在 0 点 附 
xr L; 与 Lj+1 相 交 ( 见 图 2. 2). ERTL) ADS  GO3OEJ3ESU TE I 
Ro AJER E 9 EHL f GOTE L; RHUJEdJCSE T R. .上 的 变换 ! 9 
C— 1. 8k L' A f EO d BHEPE CER. P UR SI REB SHER TER 2. HA 
加 上 {0}, 即 U CL, U £5) U (0) 形成 0 的 一 个 邻 域 

综 上 所 述 ,我 们 有 下 述 Leau-Fatou W E M. 

定理 2.9 设 /z) 由 (2.6) 式 给 出 , 则 存在 2k 个 单 连 区 域 L; FL 
G=1，2，…， 有 ,它们 以 0 为 公共 边界 ,在 0 RAM “之 元 ,围绕 0 


4] 


=fil1+++e(1/|f)) 


点 交替 排列 , 且 存 在 共 形 映射 9, : L; PE Rea; : L', Fer Rza; CO) = 
g ,(0) = o (j = l; 2 ， vrs b), 使 得 :在 工 ， Age f(z) = ez) 4+1; 在 
L; P, g; » f(z) = ø (z) — 1. 


2.2 RS SHEER Ck = 3) 


Fil FI OR S| TER HOE EEL PRA SEP EEL, 是 广 不 变 
的 , 且 F) CL, U (0), PEL; ABRAMS 0. 进一步 ,在 工 
内 定义 等 价 关 系 im f(z), 对 应 于 及 .。 内 的 等 价 关 系 £21. BR 
而 , 商 空间 L/ ~~ Rs/ ~ 为 一 个 两 端 无 限 的 圆柱 ,通常 称 为 Ecallé 
圆柱 . 

$ HF Rs 中 的 a 是 任 取 的 ,因此 吸引 和 排斥 花 因 可 取得 相 邻 
两 吸引 花瓣 (或 排斥 花 瘀 ) 的 边界 在 点 0 是 相 切 的 . 

现在 考虑 全 et, (A, gq) = 1, 这 时 户 (z) 在 0 点 有 展开 式 ; 

P(e) = z + bgt ollz] tD (|z| 一 0)， 


Pj ILL P EO SUB LAREI LGS, 2; 7 ORL CAN, P 

Q x j « q) EL EB. BERT Lu 3808. PO CUES L 旋 

RAP oap pi f fe PIE PLD 也 是 户 的 一 个 吸 

引 花瓣 . 适当 调整 花瓣 大 小 ,可 假设 f° CL) DENER L, € (La, 
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ERTS 8] — RS | TENER L, = L AL, Oe OL, SL, ifi 
/个 吸引 花瓣 可 分 成 组 , 即 ! = sq. 不 同 的 两 组 花瓣 循环 中 的 花瓣 围 
GEO EHI. 

定理 2. 10 设 f 由 (2.1) 式 给 出 ,其 中 4= ei, C, — 1, IT 
A sf TEO NUN sq PRS TER. 构成 * 组 吸引 花瓣 循环 . 同样 ,在 0 点 
有 sq 个 排斥 花 准 ,构成 s 组 排斥 花瓣 循环 . 

现在 设 z。 BARAR RAR PERIA RF A= ez (p， 

= 1, 那么 ,围绕 z。 有 sq PR STEM LOG = 1, 2, =e, sg), 每 个 花 

W L E RE PERAR COLO, AR DEL, [V3 Fg 8b — $c 9t 
T zd OB L; 8j Fatou F 352, RICA; (2,00 = A,(z0)， 
R"(z)-—-z,(n—-o),z € A). 由 于 在 zo 周围 还 有 排斥 花瓣 , 故 
UR HE < 的 邻 域 内 不 能 局 部 一 致 收 仇 于 xo, 因此 zo € JOR), 从 而 
zo E JA; la), RACO H R E z SA AH r i E Pr Ae E E E ak 
MHR). 显然 A GO = URL), 这 里 RC" CLOS & L 的 分 支 ， 
利用 Abel 方程 ,与 吸引 分 支 一 样 , 容 易 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 2.11 Ka 是 RR 的 有 理 中 性 不 
BA. AHF A= e, C, 9) = 1,A(z,) 
是 zo 的 抛物 分 交 ; 那 么 ,存在 解析 映射 gq: 
A €, g(z,) —oo, li IE Abel FE: 

ge Ri(z) = øz) + 1. 0 
(2. 10) 

定理 2.11 的 证 明 留 给 读者 . 

注意 到 ,有 2 个 抛物 分 支 A = AGO, 
flis 77, r, i To 为 边界 点 ,它们 构成 一 
个 循环 (对 应 于 花瓣 循环 ), 例 如 ,多 项 式 图 2.3 映射 /(z) 一 = 十 三 
f(z) = = 十 喷 在 0 点 有 一 个 有 理 中 性 不 动 ”的 Julia 集 ,0 是 一 个 乘 子 
点 ,其 乘 子 为 1, 故 恰 有 一 个 抛物 分 支 , 它 为 1 的 有 理 中 性 不 动 点 
是 一 个 不 变 分 支 ,如 图 2. 3 Ba. Bl FCA) = Aus JSA- = Ao. 
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2=0,°",qg — 2. 

推论 2.7 每 个 抛物 分 文 的 循环 至 少 包 含 R 的 一 个 临界 点 . 

证 明 否则 ,p: AC V EH a dB. 4(zo) 是 双 曲 区 域 , 这 是 
矛盾 的 ,从 而 该 推论 得 证 . 证 毕 . 

定理 2.12 4 PEES XR 的 吸引 的 , 超 吸 引 的 及 抛物 的 Fatou 分 支 
或 者 是 单 连 通 的 ,或 者 是 无 穷 连通 的 . 

WEAR 设 D 是 吸引 、 超 吸引 或 抛物 分 支 , R^ : D DA A, dn 
吸引 周期 点 本 身 是 R 的 临界 点 以 及 推论 2.5 和 推论 2. 6,D AEDE, 
省 R 的 一 个 临界 点 ;因此 R^: D DE m Ir x Bus. ce m 之 2. 
i$ Dini KIM, 1x n<, lll Euler zR TEX Y(D) —2— n 由 Rie- 
mann-Hurwitz 公式 ,2 —n — m(2— n) — > (5; — D, 3X H 8,27 2 Xy 
分 支 指标 ,因此 Cm 一 1) — 22 = 一 DR — 1) 此 式 仅 当 = 一 1 时 
可 能 成 立 , 即 D 只 能 是 单 连通 的 . 证 毕 . 


$2.4 周期 点 的 局 部 动力 学 (二 ) Siegel 盘 和 Cremer 点 


$2.4.1 Siegel Æ 


By fe dd E ie Fc EEE Fs] 83 (8 PP BR LXI B5 8) 88:291] 7J ^£. ,这 种 情况 较 
为 复杂 ,无 理 中 性 周期 循环 可 以 属于 Fatou 集 , 也 可 以 属于 Julia $8 iX 
将 归结 为 局 部 线性 化 问题 . | 

定理 2.13 i f(z) = ài + az’ +r, |4| = 1, 那么 ,下 述 条 件 
等 价 : 

1) {f°} FE 0 的 某 个 令 域 内 正规 ; 

2) 存在 0 的 邻 域 U 及 共 形 映射 9: U o A >o), 使 得 了 满足 
Schröder FF: 

pe f(z) = AgXz) (2.11) 


证 明 2) 二 1) 显 然 ,下 面 证 明 0-2). 
若 { 户 ) 在 0 点 正规 ,那么 由 等 度 一 致 连续 性 ,对 0 点 的 充分 小 邻 域 
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W, V = Uf QV 也 是 一 个 充分 小 的 0 点 邻 域 , 且 可 使 得 EF S 
定义 域内 ,因此 ,f :V OV. SRV 的 万 有 覆盖 r:4 一 V,r(0) — O, HE 
么 ,了 厂 可 提升 为 解析 上 映射 :4 一 4,g(0) =0. 又 |g'(0)|== [Al = 1， 
Schwartz 引 理 , g(z) = Az, Wr 充分 小 ,使 得 x : 4 一 局 =r(4) 是 
单 叶 的 ,那么 , p= zx! 即 为 所 求 ,证 毕 . 

推论 2.8 RR 的 中 性 周期 轨道 (zos s zp) CFR) 的 充 要 条 件 
是 R’ 在 x, 的 邻 域内 共 形 共 轻 于 旋转 xz Az. 特别 地 ,有 理 中 性 周期 轨 
JB fF. Julia BA. 

定义 2.11 R z Æ RBA PEHR S, AA p RT À= 
Ow OC AD EKER Gz € FCR), WRK zo A Siegel 8. MAE zo 
的 Fatou 分 支 称 为 Siegel Hs zo € JCR), WH zo A Cremer Ñ. 

推论 2.9 Siegel 盘 DD ERIM. H R^: De D3UOE3ESET 
位 圆 盘 4 上 的 旋转 > > az. 

证 明 不 妨 设 DD 包含 的 Siegel A 0,FEF A — e^, 在 定理 2.13 
的 证 明 中 可 取 不 变 区 域 了 = D, Ser] SE UEBER sS ERST r: A o D 是 同 
胚 , 这 只 要 证 明 x 1(0) = (0). BE ELBA zo € zx '(0),zo 关 0, 则 对 
任意 n, Mz, € x1(0), fH A = e”, OF KEM KDI ER 
{(z||z| = lz KR KS x (0) 是 离散 的 矛盾 . 证 毕 . 

下 面 证 明 Siegel 盘 是 存在 的 . 

定理 2.14 WE fil) = àz + az? +e, A= eE [0,1j, 那 
么 ,对 几乎 折 有 的 86€ [0, 1], Ae 1E 0 RH BRAKE T e de z 
— Az. 

证 明 这 里 ,我 们 仅 对 f(z) = Ae + z^ 证 明定 理 . 

先 考虑 入 € AN(O), 则 由 Koenigs 定理 ,存在 解析 映射 路 : ALCO) 
HS ER Qe fi = 1490). 这 里 4(0) 是 六 的 0 点 的 直接 吸引 域 ， 
A(z) = limfi(z)/X. J Koenigs 定理 的 证 明 可 以 看 出 ,上 述 极限 关于 


1 是 局 部 一 致 的 , 故 o. 解析 依赖 于 参数 ). 又 f 有 唯一 的 临界 点 一 了 ， 


则 由 推论 2.5, 一 5 € A0). id p = lal- 4}]. A, = {z||z| « 
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OU. ee CAOBS EU 0 的 分 支那 么 ,由 是 一 对 的 共 形 上 映射. 现 
在 考虑 映射 7: 1 200 = p 一 5] AE ANO), BATOR A AR 
析 函 数 ,显然 它 是 非 零 的 ,而 且 ,7(A) 还 是 有 界 的 . 事实 上 , 当 |z| 2 
Bt, A| > lel, [AGO 199 01999) AE, U, CA, = {zl|lz| 二 
2). 另 一 方面 , g: A, ^U, C A, 是 共 形 映射 , 且 Ce’) = 1, 由 
Schwartz 5|, e = |200]| < 2, 可 知 ,0 dé 200 Bg — 7 n] E s LS 
比 ,7(C) 可 解析 开拓 为 A 上 的 有 界 解析 函数 . 这 样 ,我 们 可 以 利用 F. 和 
M. Riesz 定理 以 及 Fatou 定理 到 7, 即 :对 几乎 所有 的 9E10,1), 径 癌 
Bt lima Cre D FF HE» HUE 0 在 一 个 正 测度 集 上 lim7(re™) = 0, Bil 
WA) = 0, (HER 20) Æ 0, 故 对 几乎 所 有 的 0 € LO, D. o = 
lim |gGre?^) | > 0, 因此 ,对 任何 Pp 二 po, FELEFFR A; A — e" € 2A, 
使 得 GEA PUB OE X. X BUE 9; (A) CU, C A, H Montel 定理 ， 
FEA BTI D, A ag ah — BO MF EDT ERR 9: A, V.H 
#0) = 0, P (0) = 1, Æ 0 A MEHEK, K p= U. IE 
pe filz) = Ag) A = e"), 证 毕 . | 

注 Yoccoz well. O d fuz) = Ae + z? & Siegel 点 , 则 0 点 是 
任意 / (2) = Az + az’ 十 … BY Siegel 点 ,因此 ,一 个 无 理 中 性 周期 点 是 
否 是 Siegel 点 仅 与 它 的 乘 子 A 有关 ,而 与 隆 数 的 形式 无 关 ( 参 见 文 
MU, 

id A C [0. 1) Affe 0 Æ f(z) = e'""z + az! 十 … HY Siegel 点 的 
0 的 集合 ,上 述 定理 表明 ,A AY Lebesgue 测度 mes(A) — 1. 

下 面 给 出 9 € 4 的 判别 条 件 . 

Siegel 条 件 存在 正常 数 c Al k (8 4 X FE {oy IE EBL m, 2 满足 : 


|o- | > c/n (2.12) 
Siegel Ex 9] uEBH :0 满足 Siegel 条 件 , 则 0 E A, ABS Siegel 条 
件 的 8 的 集合 具有 Lebesgue 测度 1. 


由 Siegel 条 件 ,黄金 比 9 二 (vY 5 土 1)/2€ A, 图 2.4 给 出 了 一 个 
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具有 Siegel SX BB. 


OL OF x x 
“2c 学 
lor M — i ji 
Is Yr UF 
= 

JC Or 4 A On Trat S 

ome 本 ja 

f 


图 2.4 映射 f(z) = z* rez, G= (v 5 —1»/2, 
的 Julia 集 ,包含 0 点 的 Fatou 分 支 是 Siegel & 


Bryuno 条 件 i$ 0 € [0, 1) 是 无 理 数 , 则 2 可 以 写成 如 下 连 分 式 


表示 : 
| : 
à, + 1 
a, + 
a, 十 S 
] 
记 有 理 数 b./a = — OQ 
a, + 一 一 -一 
d; T. j 
à, 


2 +> O(n — oo) 称 为 9 的 第 n KARA. Ml 0 满足 Bryuno 条 件 , 若 


Sy ELH < os. (2.13) 


Bryuno 于 1965 4E AE BH , 4 6 满足 Bryuno 条 件 , 则 0 € A, Yo- 
ccoz "F 1988 4E UE BB , Bryuno 条 件 还 是 96 € 4 的 必要 条 件 , 即 有 : 
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€H 2. 15(Bryuno-Yoccoz 定理 ) GC A 当日 仅 当 6 满足 Bryuno 
条 件 (2. 13). 


V 2.4.2 Cremer 点 


下 面 我 们 证 明 ,Cremer 点 也 是 相当 多 的 . 

定理 2.16 ix file) = Az + ag’ + e, A= e, OELLO, 1), XB 
么 使 得 原点 O 为 f.i Cremer SH 0 HRA A = LO, DNA BLO, 1) 
AREA G S.H AN2 EELO, 1) 内 稠密 的 Cs f. 

证 明 设 fie) EEO AR eA, XA = {z| 存在 0 三 
kan, EE | f/3 20 >e}, d, CAO E X, CAO 8]. x HP] REL ER C. A. 
4,() 是 上 半 连 续 函 数 ,进而 d D = infa, (2) (E EE em. AL, 
d (4) 的 零点 集 是 一 个 Gs; 和 集 ,由 定理 2.13,dgC) 的 零点 集 即 为 A. 又 由 
Leau-Fatou 定理 ,每 个 有 理 数 0E A, KA 在 [0, LAR. BOA 是 
一 列 稠密 开 集 Az 的 交集 A 一 间作 ,而 ASN [Dg < m) 05 35 REOR 
集 , 故 A\ 仍 是 L0，1) 中 的 稠密 Gs 5. 证 毕 . 

Cremer 条 件 IMF A= e” WHE lim |X — 11» = 0, WIE AB 
RRR), ARAL Cremer (4A) 6 HELO, 1) 中 稠密 . 

由 定理 2. 13 及 推论 2. 8, 在 Siegel 点 的 小 邻 域内 ,以 至 在 整个 
Siegel 盘 上 ,有 理 函 数 R 的 动力 学 性 质 是 清楚 的 , 它 相 当 于 一 个 无 理 旋 
转 .但 在 Cremer 点 附近 的 局 部 动力 学 非常 复杂 ,如 何 刻 画 Cremer 点 
附近 的 局 部 动力 学 至 今 仍 是 一 个 人 们 所 关心 的 问题 ,对 此 ,Yoccoz 有 
如 下 结论 :对 于 Ae) = Ae + az’, MRO SH Cremer 点 , 则 0 的 任 
意 充分 小 邻 域 U 都 包含 有 /的 非 零 周期 轨道 (整个 周期 轨道 都 落 于 U 
内 ). 称 此 性 质 为 小 轨道 性 质 . 但 对 一 般 的 解析 函数 来 说 ,并 非 所 有 的 
Cremer 点 都 有 小 轨道 性 质 , 关 于 此 可 参看 文献 "| 


$2.5. 周期 点 的 整体 动力 学 


在 $2. 2 中 我 们 已 证 明 排 斥 周 期 点 在 Julia 集 内 ,本 节 将 证 明 一 个 
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更 进一步 的 结论 :排斥 周期 点 在 Julia 集 内 是 稠密 的 ,这 是 Fatou-Julia 
理论 的 主要 结论 之 一 . 

先 给 出 非 排斥 的 周期 轨道 的 个 数 佑 计 . 

5122.9 设 尺 为 有 理 函 数 , degR =d > 2, WIR 的 吸引 、 超 吸引 
和 有 理 中 性 周期 轨道 的 个 数 之 和 不 超过 24 — 2. 

证 明 # Olz) = (eo z1) Æ R 的 吸引 周期 轨道 或 有 理 中 
性 周期 轨道 , 则 由 推论 2.6 及 推论 2.7 ,至少 存 在 R 的 一 个 临界 点 co， 
使 得 其 轨道 R CoO KAF Ol); OC) ER 的 超 吸 引 周 期 轨道 , 则 

GE AT z E Ol), 其 本 身 就 是 民 的 临界 点 ;因此 ,吸引 、 超 吸引 
和 有 理 中 性 周期 轨道 的 总 个 数 小 于 等 于 R dm SE a XX R BUG 
界 点 至 多 为 2d 一 2 个 .证 毕 . 

gi 2.10 WA Cu, c. A COE PE X TE O 点 邻 域内 的 非常 
值 解析 函数 ,|4(0)| = 1G = 01, 2, +, D, 那么 ,对 0 的 任意 充分 小 
的 邻 域 W FETE wo E W, 使 得 至 少 有 | EF 4 a EAE DA Ge | <1, 

证 明 HW Aw) = 4,00) + bw" + (6; 40), j= 二 1,2, ovr, dL, 
考虑 集合 (wili) + bwi] = 1). 在 0 点 附近 , 它 由 2 条 从 0 点 出 
发 的 弧 组 成 ,将 0 的 充分 小 邻 域 分 成 24; 个 以 0 为 顶点 的 书 形 ,每 个 局 
形 有 相同 的 顶 角 r/ 包 ,由 此 ,集合 (wll A] 三 1 同样 将 0 的 充分 小 
邻 域 划分 成 2& 个 顶 角 为 x/ hb; 的 扇形 . 在 相 邻 两 个 扇形 内 ,log | A; ) | 
有 不 同 的 正 负 号 , 记 6(w) = sgnlog|Aj(w)|, 那么 , 当 r>0 时 ,积分 


2a 2 ! l = ， 
| 0,(re^)d0 — 0. 对 j 求 和 ,得 | > ô, (re) dd — 0,{ > ,0, (re^) ARK 
0 ü j=] j= 1 


整数 值 I r 充分 小 时 ,存在 一 段 弧 (w = re^ |8; = 0 =. 9.) ， 在 这 段 
MER w= re 满足 300. 因此 ,至 少 有 [d 
8,Gw) <0, Bl JAGD] — 1. WE. 
EH 2.17 iE R JAMKY, deg R =d 2 2, WR 的 非 排斥 周期 
轨道 的 个 数 < 6(d 一 1). 
证 明 由 引 理 2. 9, 只 要 证 明 无 理 中 性 周期 轨道 的 个 数 x 4(d 
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—— T 现 设 R(z) — P (z)/Q(z),P(z),Q(z) Ng c Im TK (P(z), 
Q(z)) = 1, 考虑 单 参数 有 理 函 数 族 


(] — w)P(z) + wz^ 


mE DO Tw 


y tw C$, 


则 degR, xz degR = d. 
假设 RAL > 4(d 一 1) 个 无 理 中 性 周期 轨道 Or) G = 1, 2, 
… , D, 周期 为 PRTA A, A] = 1, HA, 1, 考虑 方程 : 
Fx, w) = Riz) —z=0, 
fi Fc, 0) =), g 2» =A,—1F0. EH ER PR A cE M , F 
FE 0 HY 453, W, Re W, EKIRAR z; Cu TRE : 
Rij (zj;(w)) = z;(w) K z;(0) = z;, 


因此 ,zj(w) 是 Ru, 的 周期 点 , 记 其 A(w) = (RE)! (zj(w)) WERT. HB 
么 ,A(w) 在 wj 解析 , ACO = A. FEER A; GO AA FE C. 

如 果 A Cw) = Alw € Wo, 我 们 证 明 它 可 以 沿 一 曲线 a 解析 开拓 
fjw-—1,3x8Ha:[0,1]—9*,a(0) —0,a(D = 1. SHELA Cw) 
只 能 解析 开拓 到 a(t) , t — 1, Wig Aj/CaGOD =A, 5 1 05 n] DY FH ES BE 
FB, n[ f£a GO B] SBA Ee LA; AMA Aw) 三 ,这 是 牙 盾 的 .这 
E, RGC) — z” 有 一 个 周期 点 以 7 ARR. AA AREA AR, 除 
0 和 ce 为 其 两 个 超 吸 引 不 动 点 外 ,其 他 周期 点 都 是 排斥 的 ,这 就 导出 予 
ÅA. 

这 样 ,我 们 得 到 1 个 乘 子 函数 A00 G — 1, 2, c5. D, 满足 引 理 


2. 10 的 条 件 ,因此 , 任 取 0 的 邻 域 W CAW, 存在 w E W, 使 得 至 少 
有 {ES 2d — 1 A QD 满足 1%(w)| <1, 即 R。 有 至 少 24 一 


1 个 吸引 周期 循环 ,这 与 引 理 2. 9 矛盾 .证 毕 . 
推论 2.10 有 理 浮 数 R 仅 有 有 限 多 个 非 排斥 周期 点 . 
定理 2.18 有 理 函 数 尺 的 Julia JOE R 的 排斥 周期 点 集 的 
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AE. 

证 明 先 证 JCORO BLA (E RHA xs S H0] 3E ex SR PL ERA 
zo € JR), HIE z FAR 的 临界 点 ,注意 到 R^ 的 临界 点 至 多 只 有 
2d" 一 2 个 ,这 里 4d Z2 M R BILE MEE zo ARR U, E RIEU E 
可 取 到 d* > 4 个 单 值 分 支 ,由 此 ,我 们 可 以 断言 :在 zo 的 任意 充分 小 的 
邻 域 UCU 内 ,存在 > € Us, ERREA n o, RD) = 12) REI 
HR PEU FWP BOR. RE RV) = z, z 是 RR 的 周期 点 ， 
因此 ,xz。 为 周期 点 集 的 聚 点 .下面 证 明 断 言 : 夺 不 然 , 任 取 Le), 
L), L&H RP? 在 芝 上 的 三 个 不 同 的 单 值 分 支 , 则 对 任意 > o, 
R"(z) Æ Lz), z E Uss j=1, 2, 3, 定义 


R" (z) — IG) I,(z)— I, (2) 


50) = FO LG) l6) e 


HA, {e EU 内 不 取 0, 1 和 coo 三 点 ,因此 ,{g,) 是 U。 上 的 正规 族 ， 
由 此 立即 得 {R"}) 是 U,。 上 的 正规 族 , 这 与 Uo ICR) 关 8l. 

PR ERIE WEAR UCR) LRT R^ 的 临界 点 外 都 是 R 的 周期 点 集 
的 聚 点 ,但 J(R) 是 完全 集 , 而 RT 的 临界 点 个 数 有 限 , 因 此 ,J(R) 上 每 
一 点 都 是 周期 点 集 的 聚 点 . 又 因 非 排斥 周期 点 也 只 有 有 限 多 个 ,以 及 排 
斥 周 期 点 本 身 在 J(P) 内 , 即 得 J(R) 是 R 的 排斥 周期 点 集 的 闭 包 .证 
E, 

利用 上 述 结论 ,我 们 还 可 得 到 下 面 的 重要 结论 : 

定理 2. 19 RUBBER UNIDAD, 则 对 儿 内 任意 紧 集 KK， 
HX K f) ECR) = ØER) 为 R 的 例外 点 集 ) ,存在 n, 使 得 RUD 
K. 

证 明 由 定理 2.18, 存 在 排斥 周期 点 z。E UC) J GOD , 设 其 周期 为 
px Zo 的 充分 小 邻 域 U TU ,使 得 R'(U,) D Uos 那么 U, C RU 

C R'*^(U,) C ** C R"(U,) C =, 但 是 ,从 定理 2. 4 BA WE BR AE 


UR” U, ) = @ \E(R) DK, 因此 ,存在 充分 大 的 nos R^ QU) 2K. 


同样， FETE n 充分 大 的 nis R"iet! (UOK(i=0, 1, A 一 1), 因 
51 


此 当 n 充分 大 时 Cn > max{(n, + 1)p}),R"U) DRU) DK. 证 毕 . 
推论 2. 11( 齐 性 定理 ) ”如 果 开 集 U 站 VCR) 关 名 ,那么 ,存在 no， 
当 nn ht, R'U N J(R)) = JR). 

证 明 在 定理 2. 19 PRK = JOGOO , 利用 (CR) 的 完全 不 变性 即 
得 . 证 毕 . 

定义 2.12 XE X EIPIESUEP TR Si ro X FREE GST RS 
的 ,如 果 对 任意 邻 域 U,V CY, 存在 no; 当 nn 宇 nwo0 时 , UNV 
g. 

推论 2. 12 APR RM REH Julia 集 上 是 拓扑 混合 的 . 

利用 齐 性 定理 ,我 们 还 可 对 Julia 集 作 某 些 刻画 . 

推论 2.13 J(R) 没 有 完全 不 变 的 真 闭 子 集 . 

证 明 车 J,CJ(R) 是 完全 不 变 的 真 闭 子 集 , 则 名 \J。 EFE, H 
GENI 门 JCR) 尖 好, 这 与 齐 性 定理 矛盾 ,此 矛盾 说 明 假设 错误 ,从 而 
证 明了 推论 .证 毕 . 

推论 2.14 如果 J(R) 不 连通 ,那么 它 有 无 穷 多 个 连通 的 分 支 . 

证 明 BEJE RS 2 PEND E Ji J2, s Se ROO). H 
推论 2. 11 ,存在 my FUD = JCR) = J, U2 U- U as XXE ,J, th 
是 不 连通 的 ,从 而 得 出 矛盾 ,因此 ,推论 2. 13 成 立 . 证 毕 . 

齐 性 定理 也 是 一 个 很 重要 的 定理 , 它 说 明了 Julia 集 的 局 部 与 整体 
的 相似 性 ,也 说 明了 R 在 Julia 集 上 的 迭代 的 复杂 性 . 
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第 三 章 Fatou 集 的 动力 学 


在 前 一 章 中 ,我 们 讨论 了 有 理 函 数 动力 系统 的 经 典 的 Fatou-Julia 
理论 ,这 一 章 我 们 将 集中 讨论 Fatou 和 集 的 动力 学 . 

设 RJEÉBD d 22 WAH RRM, F =FR) ÆR AY Fatou ¥, J = 
J CR) 是 其 Julia 集 , 我 们 将 分 别 讨论 R 在 F(R) 与 J(R) 上 的 动力 学 性 
质 . 在 F(R) 上 ,R 有 较为 稳定 的 动力 学 性 质 , 而 在 J(R) 上 ,R 的 动力 学 
极为 复杂 . 本 章 将 给 出 R 在 F(R) 上 的 动力 学 的 完全 描述 ,这 是 D. Sul- 
livan 在 1982 的 著名 工作 .同时 ,也 将 对 Fatou 集 的 结构 进行 描 
yb. 


9 3. 1 Fatou 分 文 的 基本 性质 


CA 下 (R) 是 开 集 , 且 是 R- 完 全 不 变 的 ,; 即 RUC) = F = RCP). 
i DD 是 F(R) 的 一 个 分 支 ( 称 为 Fatou 分 支 ), 则 RCD) 包 含 在 F(R) 的 
某 个 分 支 V 内 ,又 由 于 J(R) 也 是 完全 不 变 的 ,因此 ROD) Cav. 由 引 
理 2.2, RKD) 一 V, 且 R: D V 是 分 支 覆 盖 . 另 一 方面 ,考虑 道 像 
RCD) .Gid BEAR D) Fatou 分 支 ,; 则 RCB) C D, 因而 
R(B) = D, 所 以 ,我 们 得 到 :车 DD 是 F(R) 的 一 个 分 支 , 则 RC(D) 也 是 一 
个 Fatou 分 支 ,R71(D) 的 每 个 连通 分 支 都 是 Fatou 分 支 . 

id Fr 是 F(R) 的 所 有 分 支 组 成 的 集 类 ,那么 ,由 上 讨论 ,R 诱导 了 
一 个 多 8 到 F r WH Rt Fr Fe, D> RD). 


XX 3.1 一 个 Fatou 4 X DEF r 称 为 是 周期 的 ,如 果 它 是 尺 的 
一 个 周期 点 , 即 存在 n > 0, 使 得 RD) = D 的 最 小 的 ROH D 8378 
期 , (D, RCD), «+, R^"! CD) VER Fatou 分 支 的 一 个 循环 . 如 果 存 在 
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k > 0, FER CD) ERAN WR D 为 最 终 周期 的 . OR D ERAS 
期 的 但 不 是 周期 的 , 则 称 D 为 严格 最 终 周 期 的 ， 

一 个 Fatou 4; x D € Fr 如 果 不 是 最 终 周 期 的 , 则 称 D 是 游荡 
的 . 此 时 ,对 任意 m,n 宇 0,m 关 nn,R"(D) N RD) = Ø. 

早 在 本 世纪 初 ,Fatou 就 猜想 ,对 有 理 哨 数 来 说 ,不 存在 游荡 的 Fa- 
tou 分 支 . 这 个 猜想 直到 80 ER Sullivan 引进 了 有 理 函 数 的 拟 共 形 形 
变 才 获得 证 明 . 

定理 3. 1(Sullivan 最 终 周 期 性 定理 ) 设 R 是 度 为 4 宇 2 的 有 理 
pA. EBA R 的 每 个 Fatou DR DEC .都 是 最 终 周 期 的 , 即 R 没有 
游荡 的 Fatou F. 

定理 的 证 明 相当 复杂 ,我 们 留 在 本 章 § 3 一 8 5 进行 .由 此 定理 可 
知 , 要 考虑 RE Fatou 集 上 的 动力 学 性 质 , 则 只 要 考虑 R 在 F(R) 的 周 
期 分 支 上 的 动力 学 性 质 . 注意 到 .7(CR) 是 完全 集 , 每 个 周期 分 支 是 双 曲 
型 Riemann 区 域 ,因此 第 一 章 的 结论 有 助 于 我 们 了 解 尺 在 周期 分 支 上 
的 动力 学 .我 们 将 在 下 一 节 讨 论 之 . 

现在 先 讨 论 Fatou 分 支 的 一 些 拓扑 性 质 ， 

定理 3.2 设 R 有 一 个 Fatou HR D € 有 罗 R 是 完全 不 变 的 , 即 
R-(D) = D = R(D), 那么 | 

1) 所 有 其 他 的 Fatou 分 支 都 是 单 连 通 的 ; 

2) RAW Julia BJCR) = 3D; 

3) R 至 多 只 有 两 个 完全 不 变 的 Fatou 77 x. 

证 明 1) BEF, 是 不 同 于 万 的 Fatou 分 支 , 任 取 一 条 简单 闭 
曲线 YC B, Wl Y 的 两 个 余 分 支 之 一 V 与 DD 不 相交 .由 于 DD 是 完全 不 
AB AY IHES n > 0, R"(V) 与 DD 不 相交 ,由 Montel 定理 ,VC FCRD, 
因此 ,VC B, 这 就 说 明了 Y 可 在 B 内 收缩 于 一 点 , 即 B 是 单 连通 的 . 

2) 注意 到 9DCJ(R) RID 在 R 下 也 是 完全 不 变 的 ,由 推论 2. 13 
即 得 . 

3) HÆR: Do DD 是 一 个 4 层 的 分 支 覆 盖 , 若 RR 有 不 只 一 个 完 
全 不 变 的 Fatou 分 支 , 则 由 1), 每 个 分 支 都 是 单 连 通 的 . 利用 Rie- 
mann-Hurwitz 公式 ,每 个 完全 不 变 分 支 包 含 d 一 1 个 RR 的 临界 点 ,但 
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R 至 多 只 有 Wd 一 2 个 临界 点 ,因此 完全 不 变 分 支 不 超过 两 个 . 

证 毕 . 

定理 3.3 mC, Eh RH Fatou SARETE, ERF 
是 完全 不 变 的 ( 即 8 = UD 是 R 的 完全 不 变 子 集 ) Em 由 一 个 、 
两 个 或 可 列 无 穷 多 个 Fatou 分 支 组 成 . 

证 明 假设 m 只 含有 有 限 多 个 Fatou 分 支 ,那么 ,外 在 m 上 是 双 


射 ( 一 一 到 上 的 ), 因 此 ,存在 n 宇 0, fl R= id 这 就 说 明了 每 个 Fatou 
DE m 都 在 G = R" 下 是 完全 不 变 的 . 注意 到 G eA FR ER AC LH 
定理 3.2,m 至 多 只 能 包含 两 个 Fatou 分 支 .证 毕 . 

推论 3.1 如 果 FCR) 非 空 ,那么 ,F(R) 有 一 个 两 个 或 可 列 无 穷 
Z^ x. 

两 个 分 支 Di, D. € Fr 称 为 等 价 的 ,如 果 存 在 m,n > 0, 使 得 
R"C(D,) = R"(D,)，, 这 是 一 个 等 价 关系 . DEF 4 的 等 价 类 称 为 DD 的 大 
轨道 , 记 为 GOr(D) 或 GO(D). 显然 ,GOC(D) 是 完全 不 变 的 . 

推论 3.2 ÉD 的 大 轨道 是 有 限 的 , 则 D 是 完全 不 变 的 ,或 在 
R 下 是 完全 不 变 的 . 

在 第 二 章 $ 2. 2 中 给 出 的 例子 说 明了 Fatou 和 集 可 以 是 空 集 、 有 一 
个 Fatou 分 支 \ 有 两 个 完全 不 变 分 支 或 有 两 个 分 支 属 于 同一 大 轨道 (对 
应 于 Lattés 的 例子 及 已 (z) 王 2 一 2, 了 (zz) 一 于 及 PPz) 一 zz ) ,下 
面 再 举 几 个 例子 . 

例 3.1 设 P(z) 是 一 个 4 次 多 项 式 , 这 时 ,co 是 PP 的 一 个 超 吸 引 
不 动 点 , 记 D = Alo) 是 co 的 超 吸引 盆 , 那 么 ,由 于 Po) = o5, D 
E P 的 完全 不 恋 Fatou A£, H. JP) = 29D, 因此 FC(P) 的 任何 有 界 分 
支 都 是 单 连通 的 .DD 的 余 集 称 为 填充 Julia 集 , 它 是 多 项 式 动 力 系 统 研 
究 的 主要 对 象 之 一 . 

例 3.2 如 果 有 理 函 数 尺 有 一 个 Siegel $ D; AT RE Siegel ix 
EAR VER CD) 至 少 有 一 个 不 同 于 万 的 分 支 , 这 样 包含 DAKE 
道 GO(D) 不 能 是 有 限 轨 道 ,因此 ,R 有 无 穷 多 个 Fatou HR, HM 
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R,(z) = Az(1 — z) 4A= e"" 有 日 0 满足 Siegel 条 件 时 (例如 8 = 
3571 ) 有 一 个 Siegel 盘 , 因 而 有 可 列 无 穷 多 个 Fatou HK OLE 


2. 4). 

$3.3 iz P(z) =2?—1, 则 {0,， 一 1} 形 成 PP 的 一 个 周期 为 2 的 
超 吸 引 周 期 轨道 , 记 D(0) 与 D( 一 1) 分 别 是 包含 0 与 一 1 的 Fatou 分 
支 , 则 已 : D( 一 1) 一 D(0) 是 单 叶 的 ,P-!CD(0)) 有 另 一 连通 分 支 D A 
DC— 1). 同上 例 ,COGCD(C0)) 由 无 穷 多 个 分 支 组 成 .以 后 ,我 们 可 以 看 
到 天 P)=4Cco)U U D. 这 里 A4(oo) 是 oo 的 超 吸 引 分 支 . 本 例 


De GO(QDCO2) 


给 出 了 Julia RA Fatou 集 的 典型 例子 ( 见 图 3. 1). 


图 3.1 映射 f(z) = z 一 1 的 Julia 和 集 ,{0, 一 1} 是 一 个 超 吸 引 周 期 轨道 


3 3.2 周期 分 文 的 动力 学 描述 ,Herman 环 


设 尺 是 度 为 @ 之 2 的 有 理 函 数 , 考 虑 严 (R) 的 周期 分 支 . 在 第 二 章 
中 ,我 们 从 周期 点 的 局 部 动力 学 出 发 得 到 了 一 些 周 期 分 支 的 动力 学 性 
质 , 下 面 的 Sullivan 分 类 定理 ,给 出 了 F(R) 的 周期 分 支 的 完全 描述 . 鉴 
于 周期 为 p 的 周期 分 支 是 R 的 不 变 分 支 , 我 们 只 要 考虑 不 变 分 支 就 
Hu. 

EH 3.4 REAM RM degR>2. WE DÆ REPY 
Fatou 4t € (EI RCD) = D ), 那 么 ,D 为 下 列 五 种 情形 之 一 (图 3. 2) 

D 吸引 的 :存在 R 的 吸引 不 动 点 z, € D, 其 乘 子 人 满足 0 二 
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AL <1, RE D PUSH SORGE zos 
2) 抛物 的 :存在 R 的 有 理 中 性 不 动 点 z € OD, RET A=1,R HE 


D 内 局 部 一 致 收敛 于 zo 
3) 超 吸 引 的 :存在 R ME RSIAB z ED, HF A— 0, R IE D 
内 局 部 一 致 收敛 于 z03 


4) Siegel 盘 :D 共 形 等 价 于 单位 圆 盘 4A, 而 R JUEJCSET A 上 的 
无 理 旋转 z ez, z € AQ0C€ RAZ; 

5) Herman #:D 共 形 等 价 于 环 域 A(r,1) = (l0 二 7 二 |z| < 
1}, 而 R SER SER FAB HK xe eez, E AC, 1),0 E AZ. 

证 明 由 于 J(R) 是 完全 集 ,3D 至 少 包 含 三 个 点 , 故 DD 是 一 个 双 
Hy Riemann 区 域 . 利用 定理 1.4 到 R: DOD RNWAR (US fr 
情形 发 生 :a) R" 1E D 内 局 部 一 致 收敛 到 R 的 不 动 点 zo € D, EET 
Ma «1. 0< |A| «1, Bi] D JjURS| Ar xc Æ A= OND HMR 
引 分 支 b) R" TE D 内 局 部 一 致 趋 向 于 DD 的 边界 ,此 时 ,R 及 DEE 
理 1.5 和 引 理 1. 6 的 条 件 , 因 此 R^ XE D 内 局 部 一 致 收敛 于 不 动 点 
z € 9D, HRT ARK |4| 二 1, 或 者 4== 1, 但 由 33D CJ(R)， 
14| 二 1 是 不 可 能 的 , 故 D 为 抛物 分 支 .c) 存在 nn ETE DAR" = id, 
但 导出 R 三 id 是 不 可 能 的 ,因为 degR" = d" #0. d) D 共 形 等 价 于 
A,A* = ANO) RAG, D, Ti R 32JE3CSET —763E ee. d; DEBS 
Uy F A.U D BI Jj Siegel 85H DEBSIF AG, 1), W DW Her- 
man 环 , 而 此 时 D 不 可 能 共 形 等 价 于 A* ,否则 3D 有 一 个 孤立 的 边界 
点 (对 应 于 0) ,这 与 J(CR) 是 完全 集 矛 盾 . 至 此 ,定理 证 毕 . 

推论 3.3 周期 Fatou 分 支 或 者 是 单 连通 的 ,或 者 是 二 连通 的 ,或 
者 是 无 穷 连 通 的 . 

WAR 这 是 本 定理 与 定理 2. 12 的 直接 推论 .证 毕 . 

下 面 对 上 述 五 类 不 变 分 支 作 些 描 述 . 

D DD 是 吸引 分 支 . 考虑 大 轨道 意义 下 的 等 价 关 系 ,z 一 y 当 且 仪 当 
x y 属于 同一 大 轨道 ,由 吸引 不 动 点 的 局 部 模型 FED Hig ep: 
站 =Z, ÑE p° R(z) = AgGO , Kz) 一 0, 分 支点 是 尺 的 临界 点 的 逆 
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轨道 ,D 内 在 ~ 下 的 等 价 点 对 应 于 多 内 在 z = Ax 下 的 等 价 点 ,因此 , 若 
记 [Lzo] 是 不 动 点 的 等 价 类 , 则 DN zs, ]/ o 2" /z 9 Az. XXe — ^ HA 
T, RAAR A BUE r: D T HIA CS RBS SR LS CU eR 
一 ) 的 基本 区 域 在 zo 点 附近 是 环 域 . 

2) D 是 抛物 分 支 . 此 时 存在 分 支 覆 盖 p : DOS, RA Abel 方程 
e» RG) = Az) +1. 分 支点 是 临界 点 的 逆 轨 道 ,D 内 在 一 下 的 等 价 
点 对 应 于 色 内 在 平移 = ”= 十 1 下 的 等 价 点 , 故 D/ ~~ [zz del 
是 一 个 两 端 无 限 伸 长 的 柱 面 , 称 为 Ecalle 圆柱 , 它 对 应 于 内 的 基本 
区 域 在 zo 附近 是 两 端点 重合 于 zo 的 月 牙 形 区 域 . 

3) D 是 超 吸 引 分 支 . 此 时 DD 在 ~ 下 没有 基本 区 域 ,考虑 等 价 关系 
x, ry 4 HAY TEE nli R' GO = R"(y). 心 的 等 价 类 的 闭 包 决 
定 了 万 内 的 层 状 (foliation) 结 构 ， 每 个 等 价 类 的 闭 包 [zx] 称 为 一 张 Wr E 
(leaf). 在 不 动 点 zo 附近 ,[z] 是 一 条 围绕 zo 的 简单 闭 解析 曲线 . 

4) D Æ Siegel #2 Herman 环 : 任 一 点 的 前 向 轨道 的 闭 包 决定 了 
它们 的 层 状 结构 , 且 每 张 叶片 对 应 于 A 或 4(r, 1) 内 在 无 理 旋 转 z — 
ezntz 下 的 不 变 圆 周 , 因 而 这 是 解析 Jordan 闭 曲 线 . 

在 有 理 函 数 族 的 结构 稳定 性 讨论 中 ,我 们 要 用 到 周期 分 支 的 上 述 
描述 ( 见 第 五 章 ) ,图 3. 2 描述 了 五 类 分 支 的 结构 . 

吸引 、 超 吸引 和 抛物 分 支 以 及 Siegel 盘 都 与 一 个 周期 点 相 联系 ,而 
对 周期 点 的 局 部 动力 学 性 质 的 讨论 (第 二 章 82.3. 8 2.4) 说 明了 它们 
都 是 可 能 存在 的 . 下 面 我 们 构造 一 个 具有 Herman 环 的 有 理 函 数 , 它 首 
先是 由 Herman 利用 单位 圆周 上 解析 自 同 胚 给 出 的 . 

Kf: S = RZ o S 是 保 向 同 胚 ,那么 上 有 唯一 的 提升 六 : A 


~R REJ O+1)=7 0+1, 0E B CCF WHER Rot C) 


=- lim P 及 f 的 旋转 数 rot(f) = Rot(/)mod1, 可 以 证 明 f 的 旋 

转 数 存在 且 与 初 值 2 的 选取 无 关 ( 参 见 文献 人 ) ,而 且 它 是 一 个 拓扑 共 

SE FE NAE BE, BD ES IR 8L IS] HR Ae S! e S', rot(h e f 2h70 = 

rot(f). 下 面 的 Anold-Herman 定理 是 构造 具有 Herman AH X8 eR 
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Uf 


Siegel & 


图 3.2 五 类 周期 分 支 


数 的 基础 . 

定理 3.5(Anold-Herman FE) iF f: S! — /a S SEA 
BAAR. ,如 果 上 了 的 旋转 数 a = rot C 满足 Siegel 2& fF (C2. 122 ,那么 , 存 
在 S! ESC RRA IAPR A EAR Ae fh (D 一 e zz E 9 

定理 的 证 明 可 参见 文献 和 Yn 


例 3.4 ik 


— az 
R(z) = e"g? wee ; 
r—a 


这 里 a 充分 接近 于 零 ,那么 ,选取 适当 的 0, Re RA — A Herman 环 . 
首先 ,R 将 5S' KA) S E. X244 a 一 0 Ht, RORA E S ERB 
旋转 = ez, 故 当 &a 充分 小 时 ,RIs 是 一 个 保 疝 的 实 解析 同 胚 ,可 以 
证 明 ,R|s' 的 旋转 数 a 是 0 E^] ER AL E SE DR EIC. 选取 适当 的 0, 使 得 a 满 
足 Siegel 条 件 (2. 125 , 则 由 Anold-Herman 和 定理 ,存在 SS EEE Ah fa] 
BEA: S! HS (hho Roh (z) = ez, E S. 由 于 h 是 实 解析 的 ， 
因此 它 可 以 解析 开拓 为 S' 的 邻 域 4 内 的 解析 了 晴 数 (4 为 包含 的 环 
域 ), 由 唯一 性 , 当 z CAR LGB ACCRA Me) = ez, 因此 A 包含 
在 F(R) 的 一 个 不 变 分 支 D 内 ,由 定理 3. 4, D 只 可 能 是 Siegel 盘 或 
Herman 环 ,但 由 于 A 的 有 界 余 分 支 内 有 RR 的 极点 &, 在 无 界 余 分 支 内 
有 零点 l/a, A 不 能 位 于 R 的 Siegel 盘 内 ,因此 ,D 是 Herman £f. 


具体 地 ,我 们 可 取 a = 于 ,9 = 0. 6151732… (使 得 旋转 数 为 


v5—1 


了 >, JEET R @ Herman 环 , 见 图 3. 3. 


3.3 了 上 映射 f(z) = ez? iz — 4»)/(1 — 42) (6 = 0. 6151732") 
的 Julia Œ ,其 Fatou 集 拥 有 一 个 Herman Ff 
由 $2.3 的 讨论 知 , 吸 引 分 支 . 超 吸引 分 文 和 抛物 分 支 的 箱 环 ( 通 
常 分 别称 为 吸引 循环 . 超 吸 引 循环 和 抛物 循环 ) 均 包含 至 少 一 个 临界 
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点 . 下面 讨 论 Siegel 盘 和 Herman 环 与 临界 点 的 关系 ,为 此 ,我 们 需要 
下 述 引 理 3. 1. 

WV OS PEI RR, H R” 表示 R-" 在 V 内 的 某 个 分 支 (可 
EZÉ) A REV IET XGER X. 

引 理 3.1 设 {Rj"),,j 是 区 域 V ARDER CEPI EET 
R;" fc V 内 都 是 单 值 解析 的 , 则 

D (RÆ V EWER; 

2) WELA V NAJIR) +Ø, BA ETAF] OR). EV 
E — BoC TE BER C. 特别 地 ,对 任意 紧 集 天 CV, R, "CKO 
直径 diam (R; "(K) WRF 0. 

证 明 1) 对 任意 CV, 取 其 充分 小 邻 域 口 ,使 得 U 不 含有 某 一 
个 周期 大 于 2 的 周期 轨道 ,那么 , Rj"(U) 与 这 一 周期 轨道 不 相交 . 由 
Montel zE Z8 , (R; "TE U 内 正规 ,从 而 在 V AEX. 

2) MRR," EV 内 收敛 但 不 是 收敛 于 常 值 函 数 , 则 收敛 于 一 非 
oe fe AT eR A o 1d W = gCV), 那么 由 VV 1 JCR) 关 名 得 Wn 
JO) x Ø. RzeWnJGOo 及 zz HKADBRMW, CW, Mk È 
分 大 时 , RV) DW, 因 此 , RW.) CV, (Aix 55g 2.19 FB, 
从 而 也 得 diamR7"(K)>0, KCV BES. iE. 

定理 3.6 BDEABRA RW Siegel RR Herman 环 , AZ, 
IDB H R 的 临界 点 集 的 正 向 轨道 的 闭 包 内 . 

证 明 不 妨 假设 D 是 R 的 一 个 不 变 分 支 , 即 RO) = D. MRE 
E z, E€ ID FATF R 的 临界 点 的 正 向 轨道 的 闭 包 , 那 么 存在 zo 的 充分 
小 邻 域 品 ,使 得 U 与 任 一 临界 点 的 正 向 轨道 不 交 . 这 样 ,R "在 U 内 的 
每 个 分 支 都 是 单 值 解析 的 .用 Ri" 记 R-" 的 将 U N D BRE D 内 的 那个 
分 支 , 由 于 RR 在 DD 内 共 形 共 罗 于 一 无 理 旋转 ,因此 存在 {Ri") 的 于 列 
(RO LEUAD 内 收敛 于 恒 等 映 射 id. 由 引 理 3.1 的 1) 可 知 , (Ri) 
E D AER RAR PA. Bid AR}, HAAF id. {HAD C- 
JG), 这 与 引 理 3. 1 的 DFA. 从 而 定理 得 证 . 证 毕 ， 

我 们 还 可 讨论 Cremer 点 与 临界 点 的 关系 . 
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定理 3.7 设 有 理 函 数 尺 有 一 个 Cremer 点 zo, N zo PAE RW 
某 个 临界 点 轨道 的 极限 集 内 且 zo 不 属于 该 临界 轨道 . 

证 明 不 妨 设 ze E JCR) 是 R 的 不 动 点 . WR ERDRE, MPF 
在 zo 的 充分 小 邻 域 U, 使 R "在 U 内 的 每 个 分 支 是 单 值 的 或 至 多 有 一 
个 分 支点 zo 记 Ri" 是 R "将 zo 映 成 zo 的 分 支 , 则 RT" EU AER 
析 ,否则 ,>, 将 是 R^ 的 临界 点 , RC) = zo 及 | CRI") (ze) 二 1. 设 
{ Ri} 是 {RT"} 的 收敛 子 列 , 则 由 | CRE) (zo)| = 1, 得 {Ri") 不 能 收 
dT E EL ER C ix S| 3.1 的 2A IS. 因此 定理 得 证 .证 毕 . 

E “人们 曾 猜 想 在 Siegel 盘 和 Herman 环 的 边界 点 一 定 存 在 R 
的 一 个 临界 点 .Ghys 证 明了 如 果 Siegel 盘 D 的 旋转 数 9 满足 Siegel 
条 件 (2.12), H2 D 是 一 条 Jordan 曲线 ,那么 ,9 D 上 含有 临界 点 ， 
Herman"! 证 明 当 6 满足 Siegel 条 件 时 , Æ Rl we BH. MID EFE 
临界 点 . 不 久 Herman 找到 了 这 样 一 个 例子 : 对 f(z) — Az E z^. FFE 
A = e, f, 有 Siegel R, 但 其 边界 上 没有 临界 点 , 因此, 继续 讨论 
Siegel 盘 与 Herman 环 与 临界 点 的 关系 ， 仍 是 人 们 所 关心 的 一 个 问 


题 . 
关于 Cremer 点 zo, 存 在 如 下 问题 :是 否 存 在 R 的 临界 点 co tE 
其 正 向 轨道 收敛 于 Zo? 


定理 3.1 与 定理 3.4 给 出 了 有 理 函 数 在 Fatou 集 上 动力 学 性 质 的 
完全 描述 . 结合 周期 分 支 的 性 质 , 我 们 有 下 述 推论 . 

推论 3.4 ”如 果 R 的 所 有 临界 点 都 是 严格 最 终 周期 的 ,那么 
J(R) = @. 

证 明 ”由 定理 3. 1, 每 个 Fatou h X RA E A. HAF A 
轨道 都 是 有 限 的 ,因此 ,由 定理 3. 6,R 没有 Siegel 盘 和 Herman FH. fA] 
时 由 推论 2. 6 和 推论 2.7,R 也 没有 吸引 Fatou 分 支 和 抛物 Fatou 分 
支 ,因为 此 时 至 少 有 一 个 临界 点 被 吸引 到 吸引 的 或 抛物 的 周期 点 ,而 该 
临界 轨道 是 无 限 的 . 最 后 ,R 也 没有 超 吸 引 分 支 , 因 为 此 时 超 吸 引 周 期 
点 是 临界 点 ,因此 , F(R) = Ø, BJR) = V. VER. 

由 此 我 们 可 以 很 容易 地 构造 TCR) = 安 的 例子 ,例如 
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x 


R(z) = z=) 
A 


AGFA 2 M0, EPH 2 0mo ll RFR 
动 点 1. 因此 , JOD = F. 


$3.3 Sullivan 最 终 周 期 性 定理 :多 连通 情形 


现在 我 们 回 过 头 来 考虑 定理 3. 1 的 证 明 , 我 们 将 分 两 种 情形 加 以 
讨论 , 先 作 一 些 假设 : 

BEE d 宇 2 HAH RMR 有 一 个 游荡 的 Fatou 分 支 Dy, D, = 
R"(D,), n= 0, 1, =, BAD, N D, = Ø (n Æ m); D, 都 为 游荡 的 
Fatou 分 支 , 而 R : D, > Do AAR E A c Pg 2r x e REL I 
点 ,但 尺 的 临界 点 只 有 有 限 多 个 ,因此 ,存在 m, 当 z 之 mm 时 ,D. 不 含有 
R 的 临界 点 . 这 时 ,R : D, ,是 覆盖 映射 (无 分 文 缆 盖 ) ,因此 ,我 们 
不 妨 就 取 D,, 为 这 个 游荡 分 支 , 即 可 以 作 如 下 假设 . 

假设 3.1 D,— R"(DOo,n—0,1.2,--, 不 含有 RR 的 临界 点 ， 
R: D, 也 ,是 覆盖 映射 ,2 一 0，1，2，… 

又 如 果 存 在 某 个 D; 是 单 连通 的 , 则 R Da > Dwi ENA MM. 
ae PRR AM OD, HAH. 由 于 R 是 有 限 层 覆 盖 , 因 此 DOK 
基本 群 只 能 是 单位 群 , 即 D,;1 也 是 单 连通 的 . HI Vn Sm, D, 都 
是 单 连通 的 ,而 R: D, > D4 是 同 胚 ,因此 ,我 们 可 以 有 进一步 作 如 下 
假设 . 

假设 3. 2 或 者 

1) D, 是 单 连通 的 ,此 时 ,D, 都 是 单 连 通 的 ,R : D, 一 Di Je [8] Bf 
(CHHT); 

2) D, 以 及 D, 都 是 多 连通 的 ,R : D, 一 D,+1 是 覆盖 . 

称 满足 假设 3. 2 中 1) 的 D。 为 单 连 通 游荡 分 支 , 而 满足 2) 的 Do A 
多 连通 游荡 分 支 , 先 考虑 多 连通 情形 . 
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3|383.2 iKUCF(R) 是 一 区 域 ,如 果 U 的 轨道 {R"(U)) 中 任意 
R"(U) 与 RR 的 Siegel 盘 和 Herman 环 不 相交 ,那么 ,{R"} 的 每 个 收 全 子 
列 在 U 上 局 部 一 致 收敛 于 一 常 值 函 数 . 

WEAR 设 存在 子 列 {R™}), 在 U 上 一 致 收敛 于 一 非常 值 孙 数 f, 邦 
么 U' = fU) 是 一 区 域 . hU’ = limR QU), U' CFR). KD 是 包含 
UU" 的 Fatou 47 x WWE K >0, 4 &k—KHD,R"*QU)CD,BJJm,i 
p = nai — m, HA RCD) = D, 即 DD 是 F(R) 的 周期 分 支 . 由 定理 
3. 4,D 只 有 五 种 情形 发 生 . 由 条 件 ,DD 不 能 是 Siegel Zt EX Herman Ff. 
EE DD 是 吸引 、 超 吸引 或 抛物 分 支 , 则 {R”*} 在 UU 上 必 一 致 收 僵 于 RR 的 
吸引 、 超 吸引 或 有 理 中 性 周期 点 , 即 {R%*} 在 U 上 局 部 一 致 收 全 于 常 值 
国 数 ,这 与 假设 矛盾 ,从 而 定理 得 证 .证 毕 ， 

5| 理 3.3 在 球面 度量 下 ,有 理 消 数 R 满足 Lipschitz 条 件 , 即 存 
在 常数 M ,使 得 对 任意 21, 2, € Z, 成 立 

d,(R(z,), R(z,)) xi Md, (zi, z), 

这 里 qd, 是 球面 距离 . 

证 明 由 于 OR 是 参 到 作 的 解析 映射 ,在 球面 度量 下 的 导数 (球面 导 
数 )DR(z) 有 限 ,又 由 于 它 是 紧 的 , 故 存在 常数 M, 使 DRI < 


MW z € €), 因此 ,R 满足 球面 度量 下 的 Lipschitz 条 件 . 证 毕 . 

命题 3.1 UR 为 度 dS. 的 有 理沙 数 , 则 F(R) 不 存在 多 连通 游 
bx. 

WEBA i Do 是 这 样 一 个 游荡 分 支 : 使 得 D, = RD), n= 0, 1, 
2，… 都 是 多 连通 的 , D, N D, = asm), R: D, > D, EM M. 
取 万 ,是 R^ K(O A Ar X RAB DaD EE | lel 21. 
然 的 话 , 可 作 Mobius 变换 M, 使 得 M(D_,) 2 (2 € € |Iz| 9 1), mi 
FIE R EHE M ° RM. 因此 ,每 个 D, 都 包含 在 单位 圆 盘 A 内 . 

由 于 D 是 多 连通 的 , 取 r =r), tE [0,1]| 是 DD 内 的 一 条 光滑 的 
简单 闭 曲 线 , 使 得 7 在 Do AAR FA. ide, = RC), Wr, Æ D, 
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内 的 一 条 光滑 闭 曲线 , 且 x, 在 D. 内 也 不 能 同 伦 于 一 点 (否则 其 提升 > 
必 将 同 伦 于 一 点 )， 

又 由 D, UA SZ ET D, 不 能 与 R 的 Siegel 盘 或 Herman 环 
相交 ,由 引 理 3. 2, ~, C D, 的 球面 直径 diam,(r,) 一 0(nm 一 co)， 

Ji Er, Mc Sy ie min) +1 ^F fid r. ACR 4s Ar RHA U Cn, 
00. T Hm GO ATUB RAE XdU UG, 0i = 1.2, =, mn). BR 
U(n, 0 DENI, HUG, D C AQ « i i mGD). HF diam, (r,)—> 
0100) , WII (ER € > 0, HEN. 4 n SN BE OTHER 2, diam, QU (n, 
i)) «€, B 5| 38 3. 3, diam, CR(U (n, 0:00» eM. AR e 充分 小 ,使 得 
eM 一 x, $E] SER] 24 n > N XER A 


m min-+ 1) | 
RU, D) Cra UU UG 1,0 = €NUG +1, 0). 


SE3E b.m ARAS AR NI RUM, D) f) Un - 1, 0 zx 2, fH 
dU(n, i) Cr,, ROU Cn, D) C raa ABABA R(QUOG, D) DUM 
+1, 0), 于 是 

eM > diam,R(U (n, 1)) = diam,U (n + 1, 0) 


> diam. (¥ NÀ) = x, 


m 


mn) mint 1) 
Rr, U UU, 1) C taa U U UG + 1s i) 


C € NU (n -1,00 C A. 
特别 地 ,对 Y RO. 


mt 
Rirn U UUN, DD CHUN +2, 0 C A. 
r=] 


因此 ,{R”} 在 每 个 UCN, i) 上 正规 (Montel E), UCN, i) C FCR). fH 
是 ,由 于 rw 在 Di 内 不 同 伦 于 一 点 ,因此 , 必 有 某 个 UC(N, 站) 包含 Dy 
的 边界 点 ,从 而 包含 Julia 集 的 点 ,这 就 得 到 矛盾 ,从 而 命题 得 证 . 证 毕 . 
FERR BF CRON. 
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$3.4. WWF RRNA A FE ee SIE EAE 


HE Hj] 338 0 15 ot SC SE BE BE A AY 
共 形 形变 . 有 理 函 数 的 拟 共 形 形变 是 由 Sullivan 引入 的 ,他 还 用 它 证 明 
了 定理 3.1”. 它 也 是 现代 复 解 析 动 力 系统 研究 中 最 有 力 的 工具 之 


— alli 


83.4.1 FRACS SoM Riemann 映射 定理 


下 面 我 们 简要 地 回顾 一 下 拟 共 形 映射 的 有 关 知 识 ,在 这 里 我 们 使 
用 了 几何 的 术语 . 拟 共 形 映射 精确 的 定义 和 论述 请 参阅 文献 

设 (S，co) 是 一 个 Riemann 曲面 , 复 结 构 为 oo, 称 这 个 复 结 构 co 为 
标准 复 结构 ,$ 的 共 形 Riemann 度量 在 标准 复 结构 的 局 部 参数 > 下 可 
表示 为 4(z)|dz| A) > 0). RER o Æ S 的 为 一 复 结构 ,关于 co 是 
几乎 处 处 可 微 的 ( 即 若 ww 是 (S$,，o) 的 局 部 参数 ,变换 w = w OO 是 几乎 
处 处 可 微 的 ), 那 么 , 复 结 构 o 下 的 任 一 共 形 Riemann 度量 A, Co) |dw| 
在 标准 复 结 构 ce 下 成 为 可 测 Riemann 度量 A; GO |dz4- pd z| 3x Œ 


pee) = SF € 17”, 且 几 乎 处 处 成 立 1x(z)| < 1. 显然 ,w 仅 与 复 结构 
c 有 关 而 与 共 形 Riemann 度量 无 关 , 称 jy 为 复 结构 o( 相 对 于 标准 复 结 
HJ oo) 的 复 伸 张 . el ULE MA, Aid ele) dio Jet? , Wu 
K(z) = (04 jee) D/XO — |p(z)|) BIA MAL |dz 十 u(xz)dz| = 
1 的 长 短 轴 之 比 ,而 9(z) 是 无 穷 小 椭圆 的 主轴 方向 . 如 果 | e) | 一 
1 (等 价 地 || KC ]| a <), 那么 称 复 结构 c( 相 对 于 co) 有 有 界 的 
复 伸张 , bat K = || Ke) lle — 197 le@|/1— le@ |. 
为 o 的 最 大 伸缩 商 . 显然 ,标准 复 结 构 即 为 其 复 伸张 p=0 的 复 结构 ， 
以 后 , 对 任何 Riemann 曲面 ,总 假定 已 给 定 了 一 个 标准 复 结构 , 并 记 为 


oo MIM, WeHHY Kit D. 其 标准 复 结构 取 为 由 其 自然 参数 确定 的 


注 “S 上 的 复 结构 联系 着 S 上 的 一 个 (一 1, 1)- 微 分 形式 iG) 
dÈ EA Beltrami 微分 .传统 的 拟 共 形 映射 的 定义 是 从 Beltrami 微分 


出 发 的 ; 见 文献 

如 果 f 是 Si 到 S, 上 的 几乎 处 处 可 微 映 射 ,o; FES, 上 的 一 个 复 结 
构 , 则 f 自然 地 诱导 复 结构 上 的 拉 回 f* ,0o, = fo S, 上 的 一 个 复 
结构 . 如 果 f 是 解析 的 ,那么 0 = fo, 与 o 具有 相同 的 最 大 伸缩 商 . 
下 面 定义 拟 共 形 映射 

定义 3.2 WE f: S, S, 是 一 个 几乎 处 处 可 微分 同 肛 ,如 果 存 在 
S, 上 的 复 结构 o, 它 关于 标准 复 结构 具有 有 界 复 伸张 ,使 得 o — fo, 
则 称 f 是 Riemann 曲面 S, 到 S: 的 拟 共 形 映射 .如 果 o 的 最 大 伸缩 商 
小 于 等 于 天 , 则 称 三 为 天- 拟 共 形 映射 ,而 cc 的 复 伸张 y 也 称 为 了 的 复 
伸张 . 

如 果 D 是 复 球面 多 中 的 一 个 区 域 , 则 D 上 的 拟 共 形 映 射 了 : D 
f(D) 可 等 价 地 描述 为 下 述 Beltrami WE: 

af = p(z08,f (3.1) 


E^ JLF Ab ah BY f P [8] RIS RE A E RC € L^ (ODD C l| a2 | s D SF 
的 复 伸张 . 

下 面 列 出 拟 共 形 映射 的 一 些 性 质 ， 

引 理 3.4 if: S, SS; 是 拟 共 形 映射 ， 

1) Æ o 是 S$S; 上 的 复 结构 ,具有 有 界 复 伸 张 , 则 Po, ES, 上 的 复 
结构 ,也 具有 有 界 复 伸张 ,因此 , 若 g : S. S EMERY, U ge S 
也 是 拟 共 形 的 ; 

2) 了 是 共 形 映射 的 充 要 条 件 为 S o = o0, (BPA 1- 拟 共 形 映射 )， 
故 若 f 与 fi 是 两 个 有 相同 复 伸 张 的 拟 共 形 映射 , 则 f,» fo 是 共 形 
的 ， 

上 述 结构 的 验证 是 直接 的 . 特别 地 ,2) 对 一 般 的 解析 映射 也 成 立 : 
一 个 几乎 处 处 可 微分 上 映射 了 :Si > S. 是 解析 映射 的 充 要 条 件 为 
和 
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定理 3.8(Morrey 3E IR") iF S 是 一 个 Riemann 曲面 ,ac 是 S 
上 一 复 结 构 , 具 有 有 界 复 伸 张 , 则 存在 Riemann 曲面 5' 以 及 拟 共 形 映 
S: SS! ,使 得 c = f'o. 

我 们 对 S = 客 以 及 上 半 平 面 五 的 情形 特别 感 兴趣 . 注意 到 OL 
的 复 伸张 六 可 以 通过 p GO = AGO 对 称 扩 充 到 雪上 ,因此 ,5S' 必 为 名 或 
于 .我 们 有 下 面 著名 的 可 测 Riemann 映射 定理 . 

定理 3. 9(Ahlfors-Bers 5p EB ^P) 

D SERS GEO EMRE o3 o 具有 有 界 复 伸张 u DU ETE 
拟 共 形 映射 9: Voc EH o H), etl u HARK, BI ero, = e, 
并 且 在 保持 0，1，co 不 变 的 条 件 下 ,p 是 唯一 的 . 称 保持 0，1，co 的 拟 
共 形 映射 为 规范 的 拟 共 形 映射 , 记 为 多; 

2) 若 复 伸张 x = y 解析 地 (或 连续 地 ) 依 赖 于 参数 z= 二 (4,，… 
tn) . 则 对 应 的 规范 拟 共 形 映射 g 也 解析 地 (或 连续 地 ) 依 赖 于 参数 t. 

ERTA Riemann 映射 定理 在 复 解析 动力 系统 研究 中 有 着 广泛 
的 应 用 . 

由 定义 , 拟 共 形 映射 有 如 下 几何 意义 : 它 将 任意 一 点 的 无 穷 小 圆 映 
成 无 穷 小 椭圆 . 具体 地 ,我 们 有 下 面 的 定理 ( 见 文献 "9). 

定理 3.10 Bf: 4: KME, MIER z EF, H 
A: 

,max | AS)» f(z,)) 
lim < ,Inin GG), f(z0)) 


————— 


AMEN 
上 述 性 质 被 称 为 Person YEN, HL. TURRE BR SHE BI 
的 任意 子 集 上 ( 见 第 五 章 ). 
由 Person 性 质 , 可 以 证 明 : 若 两 条 相交 直线 的 交角 大 于 零 , 则 其 拟 
共 形 映射 的 像 的 交角 也 大 于 有 零 ， 
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$3.4.2 有 理 函 数 的 拟 共 形 形 变 
下 面 考虑 有 理 函 数 的 拟 共 形 形变 . 
定义 3.3 设 尺 是 一 个 有 理 函 数 ,o 是 少 上 的 一 个 复 结构 ,有 有 界 


复 伸 张 u QECUCHMWEERM, e^o, — o ER, —9 R* g^. Br 
R, WIESE FOR. 一 般 说 来 R 并 不 解析 ,如 果 R, 也 是 有 理 函 数 , 则 
称 R, 是 R 的 拟 共 形 形变 . 

下 面 给 出 及 ,为 R 的 拟 共 形 形 变 的 条 件 . 

引 理 3.5 设 o 是 安 上 的 复 结构 ,有 有 界 复 伸张 kw, go. — c, 则 
R,—9R«q 1! 为 R 的 拟 共 形 形变 的 充 要 条 件 为 R*o = c. 

证 明 由 引 理 3.4,R, 成 为 有 理 函数 的 充 要 条 件 为 Rz oo = oo, 即 
(p.e R- g'o = o0, [BHCp» R.» g>’) = (9 ) “Re YG = 
(o)l. R" og", Alto, = (9D) ' R” - g*a, = (95! > R'o, Bl 
R'o—$'oe,—oilfin[ui.uEH. 

满足 Ro = c 的 复 结构 o 称 为 R- 不 变 的 . 容易 验证 , Rio = o 的 
-个 等 价 形式 为 其 复 伸张 x 满足: 


wie) uRG)) o) (3. 3) 


定义 3.4 两 个 有 理 函 数 R 与 Ro 若 存 在 拟 共 形 映射 ,使 得 
R,=¢°R,°¢', WHR, FR, EWEEN: APE BR 使 得 
R, 二 9。R。9 1 , 则 称 R 5 Rs UHHH. 

拟 共 形 共 轿 保持 动力 系统 的 度量 性 质 , 而 拓扑 共 思 保持 动力 系统 
的 拓扑 性 质 . 


$3.5 Sullivan 最 终 周期 性 定理 : 单 连 通 情 形 
本 节 将 证 明 有 理 函 数 不 存 在 单 连通 游荡 分 支 , 从 而 完成 定理 3. 1 


的 证 明 . 
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ii Rat, dé BE XN d 的 有 理 洒 数组 成 的 空间 ,每 个 尺 € Rat, HE 
2d 十 2 个 系数 所 确定 , 且 连 续 依赖 于 系数 ,因此 ,Rats 可 以 嵌入 到 
qu odd? Ru d+ 4 内 . 

5| 理 3.6 设 单 连通 区 域 D 共 形 等 价 于 上 半 平 面 H,x:H >D 
是 共 形 映射 , 设 p.: DD 是 同 胚 ,连续 依赖 于 参数 :€ [一 5, 6], Hi 
fe: 

D) p.: D DE K-HHSJEBRÉE C: € [— ô, 6]); 

2)9| aD = id,t € [— 8, ð]; 

42) 95 = iid, 
AZ, a EH EER o— mc oeger: He H 可 以 扩充 到 HH 上 ,是 
满足 ， 

2,14 —id,t€|-—6,6], 


证 明 MRY 连续 依赖 于 1. po = id. 下 面 证 明 %, 可 连续 扩充 为 
H EARR, EDERT RL eee SK. EM 
MG) = p GO. H u 扩充 到 整个 多 ,自然 六 连续 依赖 于 上 由 可 测 Rie- 
mann 映射 定理 ,存在 拟 共 形 映 射 g, : «eds LEE H 不 变 ， 
且 连 续 依赖 于 z. 注意 到 gg-!。g, 限 制 在 上 半 平 面 豆 , 是 共 形 的 ,可 扩充 
到 五 且 是 连续 依赖 于 1 的 , 故 g¢ 可 扩充 到 右 且 连续 依赖 于 t. 

ME r: H > DD 是 单 叶 的 ,因此 ,x 可 以 表示 成 两 个 有 界 解析 函数 
的 商 . 由 Fatou & F. 和 M. Riesz 定理 ,存在 灾 的 满 测度 子 集 ACB[I mes 
CARANA) = 0 ), 使 得 对 任意 xz € A, xr GO ABARRA), HE A 的 任 

现在 证 明 ,对 任意 上 E [一 6, 6], g /0OC A, H 


mo p (x)-—m(G), x € A. (3. 4) 


FLE EHR EHH Stolz 角 域 内 , 即 在 位 于 H 内 顶点 位 于 其 边 
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界 的 角 状 区 域内 趋向 于 z € A, 则 由 拟 共 形 映射 的 拟 保 角 性 质 ( 或 由 


Person HEE). a (DE Stolz 角 域 内 趋向 于 Rh (xz). 由 于 rr。9 (z) 一 9 
o alz), z E€ 万, 当 z 沿 ! 趋 向 于 zEA4 时 ,等 式 右 边 的 r(z) 趋 问 于 


r(z)， 又 中 连 续 到 3 D, 即 得 等 式 左 边 也 有 径 向 极限 re pr), Bi 
à x)€A,Hz*4 (2—g5zG).H GAD = id, BB. Ox. 
另 一 方面 ,对 固定 的 x € A, 8 (zx) 是 : € [—9, 5] 的 连续 函数 ， 
i (à Gr € E- 9, 92) 是 多 内 一 闭 区 间 ,(3.4) 式 表明 将 闭 区间 映 
成 一 点 r(Cz), 但 xx 在 4 的 正 测度 子 集 上 不 为 稍 数 , 故 这 闭 区 间 只 能 退 
化 为 一 点 .但 由 多 (rx) = rala) Hz, t E[l’, è], FUG 14= 
id, 注意 到 A EAR HATER LIER. BNE A [A = id. WERE. 
引 理 3.7 对 任意 mr > Ad 十 4, 存在 mx 个 线性 无 关 的 复 伸张 
A, € L°(H), || A. ls —&—1G-1.2, =, m), HBV Z = v. 
Has U = (QU, Uas **, Um) € R”, |v,| C1 AH KH R FE M HE JE 
( 即 保持 0, 1, oF ADDY: HO H REA v' 关 v 时 , WIAA GIS. 
证 明 ”我们 直接 构造 ye. MF. Sns m, S 
k, n S Rez 夺 nn 十 1， 


"NOE | 
0, 其 他 ， 


那么 Ai ， ont Lm 线性 无 关 , 且 | fn | = =S RZL]. 容易 验证 : 


rt+tys rn, 
d.) = Jg, + iy) 2 nz.rsn-l, 
xt+iytK — l, rent+)] 


Bun, 为 复 伸 张 的 规范 拟 共 形 映射 , 它 是 唯一 的 , 且 当 Rez & [n,n + 
1 | 时 ， 9 zy Cz) = 0. 


A d.) = P uw.) — z) +z, Æ H > H ILE Rb Abu] fk 
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分 同 胚 ,上 且 保持 0，1，co 不 变 , 直 接 验证 得 uu 的 复 伸张 即 为 .Cz), 且 
Pe lA Æ 4.15 C' Av). 证 毕 ， 


+ 上 述 复 伸张 kx, 有 一 致 有 界 的 上 界 1. HKSAR” 
中 的 一 个 闭 立方 体 M = (v € 多 "||v,| <1}. 

命题 3.2 设 R 为 度 4 宇 2 的 有 理 函 数 , 则 F(R) 不 存在 单 连通 的 
游荡 分 支 . 

证 明 假设 F(R) 有 一 个 单 连 通 游荡 分 支 D. D, = RUD 都 是 
GE) XR": D, D, 是 同 胚 , 且 当 nn 关 m 时 , D, N D, — O,X 
由 于 D, 是 双 曲 Riemann 区 域 , 共 形 等 价 于 上 半 平 面 HAW FEF 
JE BAS x: Hr D, 


现在 , 令 nm > Ad 十 4, HY B, on ^ v, Iti v= (Vis Uas ***, Um)’ 
i=] 


v| 过 1 以 及 内 为 引 理 3.7 PREX Wo, HH Ef ue. 所 确定 的 复 
结构 , 则 (yg,)'o, = Sor Op 关于 标准 复 结构 o 有 有 界 的 最 大 伸缩 商 . 
我 们 要 用 5, KELE EHAA o,, 它 关于 标准 复 结构 me 也 有 有 界 的 
最 大 伸缩 商 , 且 在 R 下 不 变 , 即 R*o, = o.. 

我 们 分 块 定 义 o, 5E7EH Do 的 大 轨道 GO(D。) 所 决定 的 完全 不 变 
子 集 V 二 U DEX. 


DE GOCD,) 

在 D。 上 ,定义 6 = 0, = (co REE D, = RUO) E, Æ 
Xo 二 0,,, — (R")*0, AFR"! D, > D, 是 同 胚 ,所 以 定义 是 合理 
的 . 我 们 已 在 每 个 D, 上 定义 好 了 o, = G, XE D € GOD), F 
TE k, n, 使 得 R*(D) = D,, xX, ZED Le Mo, = (R*)"o,.,, Aix 
样 的 定义 是 唯一 确定 的 . BG RCD) = D, W RED” Ony = 
CREE)" dongi (QUO (CR) Const 一 (Roy 因此, 我们 在 YY 上 已 定 
LET o. 由 定义 R's, = ov HAF x,R 都 是 解析 的 , 故 o, 与 c。 有 相 
同 的 最 大 伸缩 商 . 最 后 ,在 多 \V 上 ,定义 o, = o, (标准 复 结构 ). 

这 样 定 义 的 o 关于 ce BAR HW RKP. A Ro, = o., 对 应 
于 o, 的 复 伸张 记 为 上 , 它 解 析 地 依赖 于 参数 v. 
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由 可 测 Riemann BRA EH ES EXURUGDEBUM @ eov, 
Vin ARK El go, 一 上 且 也 解析 地 依赖 于 参数 ww € ZH”. 由 引 理 
3.5 可 知 ,R 的 拟 共 形 形 变 R, 二 S Re qj! BEA d HAE ER XC. BI 
R, € Rats. 同样 ,R, 解析 依赖 于 vw 

id M, = (v € A" | lul « 1}, 考虑 映射 

b: M, Rat, T RH, 

v= (0i, Us», "t*a E > R., 
那么 ,由 于 mmr > 4d 十 4, 则 B71(R,) 包 含 一 条 过 OO 点 的 解析 曲线 
v:(—8,0) — M, WEO) = 0. 简 记 R,Q) = 二 R,, «00 = 9, 这样， 

Q^R*g' = | o QS R*qgq!, 

由 此 得 

w eA R—R*$'*8, 
BIRI D, = @' eg R 可 交换 ,由 此 即 得 

Do R" = R” o È, 


Be E 安 是 RR 的 周期 点 , 则 由 上 式 ,8.(zo) 也 是 尺 的 周期 点 . 注 
意 到 d, (zo) 关 于 上 连续 ,Go(zo) = zo 以 及 R 的 周期 点 集 是 离散 的 ,得 
P, (z0) =z, B[ d, Æ R 的 周期 点 集 上 为 恒 等 映 射 .又 周期 点 集 在 J (RO 
内 稠密 , 故 D, |; us = id , 特别 地 , Dw = id, BB Ala, — R19Do. 另外 ， 
P, = $$ qs = id. 

id G= Tw oQenteE (—6,8), 5,— r o 0,» m, Ji] d= 


Po ep. MD, ESIH 3.6 AREAS |, — id, BJ 
9.14 = 9. | 4. 


现在 考虑 上 映射 9 ° go 1: HH, tE, ô), 
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(Go pr!) o = (r) e (Q^ 9, 
rre (d; !»" om a (Q)* Gr !)*'o, 
= (Jy) om" o (Q)" a, 


= (J '°)" o ©" Guay 
Sb) Cy is 


a od, EH EU HJEBRÉT DUE doe Golo Ged = pede g E 
H 上 的 共 形 映射 . MEAL us Yo 保持 0，1， co 不 变 , D, 14 = id, 故 
po X, Ji 保持 0, 1, OA, AI Jo e Bo 7! = id, Bg i = 
@,, Fie dso pla = |4 =id, Vt€ (—0, 0), 这 与 引 理 3. 7 FH, 
从 而 命题 得 证 . 证 毕 . 

结合 命题 3. 1 .命题 3.2 和 3§ 3. 3 的 假设 ,我 们 完成 了 定理 3.1 的 
证 明 . 
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"pz Julia 集 的 动力 学 


在 前 一 章 中 ,我 们 讨论 了 有 理 函 数 动力 系统 之 Fatou 集 的 拓扑 动 
力学 性 质 , 现 在 我 们 来 讨论 Julia 集 的 动力 学 性 质 . 

按照 Julia 集 的 定义 ,Julia 集 上 点 的 轨道 通常 不 再 具有 好 的 收敛 
性 ,事实 上 ,对 于 Julia 集 上 任意 接近 的 两 点 ,其 轨道 状态 也 具有 本 质 的 
不 同 . 例如 ,在 第 二 章 中 我 们 得 知 ,存在 Julia 集 上 的 一 个 稠密 子 集 ,使 
得 其 中 每 一 点 的 轨道 在 Julia 集 内 稠密 (推论 2. 5) ,而 另 一 方面 ,排球 
周期 点 集 也 在 Julia 集 内 稠密 (和 定理 2.18) ,这 说 明了 有 理 国 数 在 Julia 
集 上 其 轨道 是 不 稳定 的 ,动力 学 性 质 极为 复杂 ,此 时 我 们 可 以 考虑 有 理 
函数 在 Julia 集 上 的 可 测 动 力学 . 


$4.1 3$ H fk i 


下 面 引 进 一 些 定义 . 本 节 中 我 们 仅 在 Lebesgue 测度 下 考虑 . 所 有 
的 测度 均 指 Lebesgue 测度 ,用 mes 表示 Lebesgue 测度 . 

RICE RWW, SJ 一 了 是 到 上 的 可 测 自 映射 . 与 有 理 函 
数 一 样 ,定义 了 的 大 轨道 为 下 述 等 价 关 系 下 的 等 价 类 :两 点 zi, zz € J 
是 等 价 的 当 且 仅 当 存在 nn, mS 0, 使 得 户 (= = 广 (z) ,这 个 等 价 关 
系 称 为 大 轨道 天 系 . 

定义 4.1 如 果 对 任意 可 测 子 集 匀 CJ, 只 要 XX 与 f 的 每 条 大 所 
道 的 交 不 多 于 一 点 ,就 有 mesX = 0, WA SET 上 关于 Lebesgue W 
度 是 弱 递 归 的 (也 称 为 f 的 大 轨道 关系 是 他 归 的 ). 

定义 4.2 ”如 果 对 任意 可 测 子 集 XCCJ, fg^O0CcCX ARAT 
mes(X\f7-'(X)) = 0, 则 称 f 在 J 上 关于 Lebesgue Mi HE EE CORO XS 
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归 的 . 

定义 4.3 如 果 对 任意 广 完全 不 变 可 测 子 集 X CC A 
mesX = 0 或 者 mesX = mesJ, WR SH J 上 关于 Lebesgue 测度 是 
遍历 的 . 

关于 遍历 理论 ,可 参看 文献 “". 

下 面 考虑 有 理 函 数 R. Julia 集 JRE R 的 完全 不 变 和 集 , 我 们 限制 
R AJ CR) FJ (CR) 的 可 测 映射 , 则 R 在 J(R) 上 的 弱 递 归 性 ,递归 性 和 遍 
Fave [BE a PKA BIAS T IA tha X T 8935 04.[H 3 
历 与 递归 之 间 没 有 包含 关系 .下面 给 出 R 在 J(R) 上 递归 与 弱 递 归 性 的 

定义 4.4 

1) 一 个 正 测度 子 集 X CUR) 称 为 是 游 功 集 ,如 果 对 任意 n, 
miÀmO0,.nsz m,H fF O0nf"o = 他; 

2) X CJ CR) 称 为 单 射 游荡 集 , 如 果 X 是 游荡 的 , 且 对 每 个 nn 二 0, 
R"|x : XO R"(X) 是 单 射 . 

5|38 4.1 

D R 在 J(R) 上 递归 的 充 要 条 件 是 J(R) 内 不 存在 正 测度 游荡 集 ; 

20 R 在 J(R) 上 弱 递 归 的 充 要 条 件 是 J(R) 内 不 存在 正 测度 单身 

证 明 1) 必要 性 : 设 R 有 一 个 正 测度 游荡 子 集 XX CUR, 
mesX > 0, 那么 ,对 任意 n > 0,X N R(X) = Ø. WY = UR, 
A= J(R)\Y, W) R CA) CCJCOONR (Y) C JORONY. = A. 由 递归 
E, mes(A\R7!(A)) = 0, 但 ARTA) D RUCY)\Y D X, 得 
mesX = 0, FIG ATI 4 ETE f E. 

充分 性 ; 若 存 在 A, R^! CAJCCA, [B mes (ANR CAD) 0, Jt] 
X = ANR^ (AD, BWR n, m >0,nAm, R(X) N RX) = 
Q,BpX 是 正 测度 游荡 集 . 

2) 必要 性 : 设 卫 是 一 个 单 射 游荡 集 , 我 们 断言 估 与 R 的 每 条 大 轨 
道 至 多 交 于 一 点 ;车 有 xn 5n € X 属于 同一 大 轨道 , 则 和 大 在 n,m 之 0， 
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R'"(zi) = R" (z3); án =m, 则 由 X 是 单 射 的 可 知 ， Z| = 323 pnm, 
WRX) N R"OO + S, XX BHGRF I. AL, HE HAE, 
mesX = 0. 

充分 性 : 设 X 与 每 条 大 轨道 至 多 交 于 一 点 , 则 R |x 是 单 射 的 ,又 
A RX) NRX) z Qi nAm, WHE zis 2: € X, R'(Gzi) = KR"), 
Bl z, 与 z: 属于 同一 大 轨道 , 故 z, == z; 是 R 的 最 终 周 期 点 .注意 到 R 
的 周期 点 集 是 可 列 集 ,其 道 轨道 全 体 Po 仍 是 可 列 集 , 故 mesP, = 0. 令 
X, = X\Po, WW R"CX) f) R"OX) = 名 ,因此 ,X。 是 一 单 射 游荡 集 ， 
mesX, = 0, 得 mesX = 0. WEE. 

利用 上 一 章 中 Sullivan 建立 的 拟 共 形 形 变 的 方法 ,我 们 可 以 证 明 
下 述 定理 . 

定理 4.1 设 R 是 度 degR 宇 2 的 有 理沙 数 , 则 R 在 其 Julia R 
J(R) 上 是 弱 递 归 的 ， 

证 明 ”用 反 证 法 . 设 和 CTCR) B-P EWE TR. SRK 
至 多 交 于 一 点 ,由 引 理 4. 1, 可 以 假设 每 个 R dE X 上 是 单 射 的 , 且 对 
n Æ m,R"(X) N R"(X) = Ø. (ER k zz 4 * degR +5, 可 以 将 XX 划分 
成 个 互 不 相交 的 正 测度 子 集 XX1,， 关 ,，…，, Ki X= UX, »X NX, Ss 
Q x j.lsi,JjsD,mesX; >00 Sj SD. 现在 对 每 个 v= w, 


Uss **" 5 v) € £2, zum LT TATUS v)| 2 lvl hcl) EX X EL KX 


R £X LRNAISRR (X) N R"(OX) = Ø (n Æ m), 我 们 可 以 通过 


(R")' (2) 
(R*)' (z) 


CR" (z)) = uz) ,z€X 


H u HELP TESI R" OO EAT 58331 


(R")' (z) 


(R")' (z)' R"(z) € R'"CX) 


RD = B, CR" (2)) 
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将 六 FEF REFS X 的 大 轨道 GOCX) E. YE GO(X) 的 余 集 上 ,定义 
三 0, X EE. m TEE V EO GE XL. BELT). lale < 
kd. Bb v Æ v, uu. 

设 o, 为 作对 应 的 复 结 构 , 它 关于 标准 复 结 构 o, FAAS HK, H 
HEX, Roo, = o,, 利用 可 测 Riemann 上 映射 定理 可 知 , 存 在 解析 依赖 
于 参数 v 的 拟 共 形 上 映射 ,使 得 goo — o,. 由 3 引 理 3.5 可 知 , RL =R T. 
R。q,'， RÀ EE IE. 由 于 Rat, 至 多 是 44 十 4 维 的 ,因此 存在 曲线 
v(t), — OS t < I, [PE Ai © R ° Pur = Quo ° R° Ao. W V. = Rw 
? Fico» 则 d. 5 R 可 交换 ,与 命题 pol 的 证 明 中 理由 相同 , p l = id. 
注意 到 在 Fatou 集 FOR) E, Og, = Op, 故 Pr 8, = os Bp V, 是 共 形 映射 ， 
因此 d, = id, Naw = Ror 1H34 £750 时 ,与 po AA lel AS SS H 
征 ,得 出 矛盾 ,从 而 定理 证 毕 ， 

关于 R Æ Julia 集 上 的 递归 性 与 遍历 性 ,目前 尚 没 有 这 样 的 一 般 
结论 ,R 在 J(R) 上 是 否 弟 归 仍 是 一 个 没有 解决 的 问题 . M. Rees 证 明 
[234 R 的 临界 点 都 是 最 终 周 期 而 非 周 期 时 ,R Æ JCR) YT JCR) = 
@ ) 上 是 遍历 的 "1, 且 在 上 遍历 的 有 理 函 数 在 有 理 函数 空间 Ra, 中 
形成 一 个 正 测 度 集 t**?1, 

+ 当 J(R) = 多 时 ,讨论 R 的 递归 性 与 遍历 性 是 很 有 必要 的 ,而 
当 JCR) 天 安 时 ,在 许多 情况 下 mesJ (R) = 0, 此 时 上 面 的 讨论 是 平凡 
的 . JCR) A V BEES EH mesJ (R) = 0 是 一 个 很 有 意义 的 问题 
(H $ 4. 3). 


$4.2. MHARRKA RA A XE ER 2 


se T 7A PER TE Julia 集 上 的 动力 学 性 质 的 复杂 性 ,本 节 讨 论 一 
类 极为 重要 而 其 动力 学 性 质 相 对 简单 的 有 理 函 数 一 XC B7 RE ER C. 
和 完 引 进 光 滑动 力 系统 理论 中 的 标准 定义 . 设 MM 是 一 个 光滑 的 Rie- 
mann 流 形 ,f: M o M 是 一 个 CC -光滑 映射 ,又 设 关 CM 是 f- 不 变 紧 
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CAR L/KOO CX dad Df. : T-M > Ta MARARA DNE x€M 的 一 
除 导 数 , 即 x 点 的 切 空间 上 的 请 导线 性 上 映射 . 
定义 4.5 PRY f 在 其 不 变 紧 子 集 了 CM 上 是 扩张 的 ,如 果 存 
TERM ce > OR > 1, 使 得 对 每 个 zEM,oET.M 及 7 二 0, 都 有 
| Df*G» i| 2 ck" vil. (4. 1) 


这 里 , || v || 表示 向 量 v € T.M 的 Riemann . 
一 个 完全 等 价 的 定义 是 ;存在 固定 的 nn 宇 1, (BW X 上 的 任意 非 
AS tJ] [n] T ,成立 
|| Dœ || > lvl. (4. 2) 
ET X 是 又 集 , 上 述 定义 不 依赖 于 Riemann 度量 的 选取 ， 
对 于 有 理 函 数 R, XCCRRAREEM SM REX 上 扩张 的 定 
义 中 ,度量 可 取 为 球面 度量 . 另外 , 若 X 是 名 的 真 紧 子 集 , 则 可 取 到 XX 
的 邻 域 U ,使 其 成 为 双 曲 Riemann 曲面 ,因此 在 过 上 有 双 曲 度量 w. 注 
意 到 o SER ERO EG P0 H.E 5.88 X 上 是 等 价 的 ,我 们 可 用 度量 w fX 
替 球 面 度量 且 不 改变 扩张 的 定义 ,而 当 co 时 , 欧 氏 度量 也 适用 于 
扩张 的 定义 ,因此 ,在 有 理 函 数 情 形 (4.1) 式 可 以 改写 为 ;对 任意 z E 
Aa n = 0, 
| CR)’ Ge) | > ck". (4. 3) 


这 里 ,我 们 在 合适 的 度量 下 求 导 数 及 其 模 长 ,度量 可 以 是 球面 度量 、 欧 
氏 度 量 或 双 曲 度量 o. 

定义 4.6 一 个 有 理 函 数 R: COC, degR>2, FX DUEB B fne 
R 在 Julia 集 JCR) 上 是 扩张 的 . 

id C = C(R) R 的 临界 点 集 ,Or(C) 是 临界 点 的 正 向 轨道 的 并 
集 , 我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 4.2 BR: € VR degR 之 2 的 有 理 函 数 ,那么 下 列 条 件 
等 价 : 

D R 是 双 曲 的 , 即 在 J(CR) 上 扩张 ; 
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2) Op) f| J(R) = Ø; 

3) 每 个 临界 点 的 正 向 轨道 收敛 于 某 个 吸引 (或 超 吸 引 ) 周 期 轨道 . 

证 明 1)=>2). 由 尺 在 JCR) 上 的 扩张 定义 ,C 站 CR) =Ø, k 
F(R) 关 Qf. 这样 ,每 个 临界 点 的 正 向 轨道 都 在 (CR) 内 , 且 最 终 落 于 周 
期 Fatou 分 支 内 .但 再 由 扩张 性 质 ,J(R) 上 的 每 个 周期 点 都 只 能 是 排 
FE Jj] RR Ex R 不 存在 抛物 Fatou 分 支 和 Cremer &. 由 第 三 章 的 结论 
可 知 , 每 个 临界 轨道 或 者 收敛 于 吸引 或 超 吸 引 周 期 轨道 ,或 者 最 终 落 于 
Siegel 盘 或 Herman 环 内 . 此 时 , 必 落 于 Siegel May Herman HAY R- 
不 变 紧 子 集 内 ,因此 On(C) N JO) = 8. 

2) —3).C C F(R), 由 推论 2. 6, 定 理 3.6,F(R) 没 有 抛物 周期 分 
x .Siegel AA Herman 环 , 故 由 Sullivan 分 类 定理 可 知 , 每 个 临界 轨 
道 收 敛 于 吸引 或 超 吸 引 循环 . 

3) >1). GA C C FG) £ Ø, WW RIIRESURUBUES|f8 37 
的 R- 不 变 邻 域 之 并 , RCW.) CW. 由 于 每 个 临界 轨道 最 终 都 将 落 于 
W,, 则 存在 n, 使 得 W = RW) 2C. SU — € NW, 那么 ,U 是 
J(R) 的 一 个 令 域 ,日 是 双 曲 区 域 , R U) $U. 注意 到 UU N ORC) = 
Q.U 内 不 含有 R 的 分 支点 , 故 R7' 可 提升 为 U HAAR A 上 的 
解析 映射 R^ yt R^) t A, EH Schwartz 引 理 可 知 ,RR-: 是 ALF 
格 压 缩 的 双 曲 度量 , 即 其 双 曲 导数 | CR) Cw) |a < 1w € A), Bi, 
对 应 地 ,R 在 UU 上 的 双 曲 导数 IR (ze) |, >> 1( € RUWU)). HJOD C 
RU), 即 得 R 在 J(R) 上 扩张 .证 毕 . 

我 们 将 看 到 双 曲 有 理 函 数 还 有 其 他 一 些 重 要 性 质 . 例如 ,如 果 R 
是 双 曲 的 ,那么 在 R 附近 的 有 理 函 数 都 是 双 曲 的 . 进一步 ,在 下 一 章 中 
我 们 可 以 看 到 , 双 曲 有 理 函 数 的 Julia BERS Y PIES KMS A 
数 的 改变 ， 

从 定理 4. 2 可 以 看 出 , 若 RR 是 双 曲 的 , 则 R 只 有 吸引 和 超 吸 引 周 
期 Fatou 分 支 ,Fatou 集 内 每 一 点 的 轨 关 收敛 到 吸引 或 超 吸 引 循环 . 但 
是 反 过 来 的 结论 不 成 立 , 即 若 尺 只 有 吸引 和 超 吸 引 周 期 Fatou 分 支 ,R 
也 可 能 不 是 双 曲 的 ,典型 的 例子 如 第 二 章 的 例 2.2, R(z) = 2’ 一 2, 
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F(R) 只 有 一 个 超 吸 引 不 变 分 支 ,但 临界 点 0 RRA TPR ADI ER 2， 
因而 0 E JCR). 

Douady 和 Hubbard "P AJH Thurston 的 想法 ,考虑 了 如 例 2. 2 的 
一 类 有 理 函 数 ,如 果 人 允许 Riemann 度量 在 某 些 点 带 有 代数 奇 点 ,如 
Id V z|, 那 么 可 以 取 到 合适 的 度量 ,使 得 如 例 2. 2 8578 FE PR 称 
为 次 双 曲 有 理 国 数 ,在 Julia 集 上 也 有 扩张 性 质 . 

定义 4.7 Riemann 曲面 上 的 一 个 共 形 度量 称 为 是 orbifold 度 
Ht ,如果 它 在 局 部 单 值 化 参数 下 有 表达 式 Y(z)1dz|, 其 中 7Y(z) 际 了 在 
一 个 离散 点 列 al，as，… 外 是 光滑 和 非 零 的 ,而 在 点 a; 处 ,存在 整数 
v, > 2, 使 得 在 局 部 坐标 变换 z(tw) = a; 十 w^ 下 ,诱导 的 局 部 度量 
的 Riemann 度量. 

PK a; 是 orbifold 度量 的 奇 点 ,v 为 奇 点 a; 的 分 文 指标 . 


定义 4.8 有 理 函 数 R : COS, degR 之 2, 称 为 是 次 双 曲 的 ,如 
果 存 在 Julia 集 .JCR) 的 某 个 邻 域 上 的 orbifold 度量 w, 使 得 在 度量 w 
下 ,R 在 J(R) 上 是 扩张 的 . 

为 了 刻画 次 双 曲 有 理 函 数 的 动力 学 性 质 ,我 们 先 简要 地 介绍 一 下 
Thurston 的 orbifold 的 概念 .在 Riemann 曲面 的 情形 ,定义 可 简单 地 

定义 4.9 if S fi— Riemann 曲面 ,y:S (1, 2, 3, =) E— PR 
数 ,除了 一 个 孤立 点 集 {fel，az，as…} 外 满足 wz) = 1G € S), Ela) 
上 ,vla,) 宇 2, 那么 , 称 (S ,vv) 为 一 个 Riemann 曲面 orbifold , 称 a; 是 
分 支点 , vj = vla) AA SC dB bn » BS UC v PRA Tt x BR C. 

XT orbifold 的 一 般 概 念 可 参看 文献 -"… o. PI E] UE BH 
地 给 出 Riemann 曲面 orbifold 的 一 些 基 本 性 质 . 

定义 4.10 设 (S', ACS, DÆMA orbifold, f : S' 一 9 是 分 支 
PE mi » THE : 


deg. f * u(z) = vf (25), (4. 4) 


XE deg. f Ba Him S dE = RK ep BE SUR SECS", BIS, v) 
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tl ge MR SK Ee 


的 覆盖 映射 . 特别 地 ,如 果 5' 是 单 连通 的 , 且 m 1, 则 称 SES, wR 


万 有 覆盖 , 记 为 S,. 
5j Riemann 曲面 一 样 , 可 以 定义 orbifold CS, » AY Euler 示 性 数 
X(S，y), 它 是 一 个 有 理 数 ， 


XG, v) = X) + >) 


1 (4. 5) 


这 里 ,xX(S) 是 曲面 5 的 Euler 示 性 数 . 显然 , XCS , vy) 二 X(S) x 2. 

MRS, OSS. v) 的 万 有 覆盖 存在 ,那么 ,下 面 的 事实 是 容易 
验证 的 (只 要 验算 局 部 度 ). 

5| 理 4.2 设 (S', WAS, ÆT orbifold , 则 

LMR: SOS BOMBER ,满足 deg. fs ule By) HA 
fF WEARER 广 : : SoS WHRAHAABES. SLEW mfi mE 

2) MRS: (S, OOS, JE DRESS IARE MEH ADABES, 
到 S, 的 共 形 同 构 ,反之 亦 然 ， 

3) MRS: S', Oe, DERBAH HSEEE d NATH 


B3 Riemann-Hurwitz 公式 : 


XS’, 4) = d + XCS, »). (4. 6) 
下 面 的 引 理 是 关键 ,其 证 明 参 见 文献 |. 

引 理 4.3 HSCS, 

D 如 果 GE NS) 的 个 数 # (ENS) 一 co, MAY XS, ») 过 0 时 ， 
H8 SES ETE. BASE XS, ») — 0, WS As mE CS, v») = 
0, 则 S, 是 抛物 的 ，; 

2) 如 果 (€ NS) = co, 那么 万 有 覆盖 5 一 定 存 在 且 是 双 曲 的 . 

现在 我 们 可 以 叙述 下 面 的 定理 . 

定理 4.3 HARAR: COCRKMMMREREH 

D 每 个 属于 J(R) 的 临界 轨道 是 最 终 周 期 的 ;是 
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2) 每 个 不 属于 JCR) 的 临界 轨道 收敛 于 吸引 (或 超 吸引 ) 周 期 轨道 . 

证 明 必要 性 的 证 明 与 定理 4. 2 的 证 明 类 似 . 如 果 J CR) 的 邻 域 内 
EN T orbifold 度量 w, 使 得 R 在 度量 w 下 是 扩张 的 ,那么 ,对 于 临界 
点 cE JIR), 每 个 像 R"Ce) 的 点 一 定 是 度量 ww 的 某 个 奇 点 aj. 事实 上 ， 
HF c 也 是 R BUS NR AROPE w 的 奇 点 , 则 必 有 || CRC) | 
= 0, 这 与 扩张 矛盾. 由 于 {aj} 是 离散 的 , 故 {R"(c)} 没 有 聚 点 ,因此 是 
有 限 集 , 即 < 为 最 终 周期 的 . 对 于 c € FER), 证 明 与 定理 4.2 的 证 明 完 
es 

充分 性 : 设 R 满足 1) 与 2). 我 们 要 取 J(R) 的 一 个 令 域 S 且 构 造 3 
EHEAR v ECS, 20 JJ orbifold. 同 定 理 4. 2 的 证 明 , 取 W。 为 R 
的 吸引 和 超 吸 引 循 环 的 R- 不 变 邻 域 之 并 ,由 2), 存 在 ,使 得 W = 
R-(W,) 包含 所 有 在 FR) 内 的 临界 点 . LES = € NW. 那么 S 是 
J(R) 的 邻 域 且 每 个 临界 点 cE€ S, 都 有 c E TCR) 且 其 轨道 是 最 终 周期 
B. 下面 构造 分 支 函 数 v, 我 们 要 求 满足 下 面 的 条 件 : 

对 任意 zx E S, 其 像 点 的 分 支 指标 vCR(z)) 是 习 积 deg. R * v G2] 
倍数 ,这 里 deg:R Æ R de z 点 的 局 部 度 . 

具体 构造 如 下 : 若 = 不 在 临界 轨道 内 , 即 z 的 任何 迭代 逆 像 R“(z) 
不 含有 临界 点 , 则 v(z) = 1; Bz 二 aj 属于 某 个 临界 轨道 , 则 vy(aj) 归 纳 
定义 为 deg.R… v(z;) 的 最 小 公 人 倍数, 这 里 zx; ER Ga) i = 1.2, -, 
d,x:d. 注意 到 临界 轨道 在 S 内 是 有 限 的 , 故 v(a;) 是 有 限 的 , 于 是 
(S, EMT-P orbifold, 分 文 点 为 临界 轨道 中 的 点 , 这 是 一 个 有 限 
点 集 . 

如 果 F(R) E Ø, MW = RW) BAK, ECENS) = HW = 
oo, 故 由 引 理 4. 1, C5, VENERA See Anm: S, oC) 是 覆盖 映 
射 .由 (4.4) 式 ,x 在 w € 5S, 的 局 部 度 deg.r =» fw), 另 一 方面 ,由 
构造 ,deg.R*，v(z) 是 vyvCR(z)) 的 因子 ,xz ESS, 因此 ,由 引 理 4.2 的 1) 可 
A], (BRE RU S oS 可 以 提升 为 9,<* 4 上 的 单 值 映射 g : S,5.. 
与 定理 4. 2 证 明 一 样 ,g 为 9%, 上 严格 压缩 的 双 曲 度量 o. id o = 
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(m'w AS 上 诱导 的 度量 ,那么 ww 是 一 个 orbifold 度量 ,日 RR 在 度 
量 w 下 是 扩张 的 . 

如 果 F(R)= SW S = Z= JR), 我 们 证 明 X(S, ») « 0. 事实 
上 ,由 于 deg.R » víz) y(R(z)) 的 因子 ， deg.R * v(z) <=. v(R(z)), 


a 
v(R(z)) Zl | deg. RS A v(z) zc (deg. R 1). 


ipd = degR > 2, 对 所 有 的 = € 安 求 和 ,得 
a se) viz) 1)< Dl zo im SECURA 


注意 到 VCS) = 2, 即 得 X(S, 0 « 0,JEHSXGS. vv) = 0 EE EH, 
deg.R * v(z) = v(R(z)). (4. 7) 


由 引 理 4. 3, G5, DA E RESTE TE m : S, GS, 5) 为 覆盖 映射 . 
AR XS, 中 <0, PASES A. 同样 ,R-: 可 提升 为 9, 上 的 单 值 映射 g. 
注意 到 此 时 (4. 7) 式 不 成 立 , 由 引 理 4.2 的 2) 可 知 ,g 不 是 S$, 上 的 共 形 
自 同 构 , 因 此 ,由 Schwarz 引 理 知道 ,g 为 $, 上 严格 压缩 的 双 曲 度量 a 
因此 R ERE o= (x 0 e, 下 是 扩张 的 . 

如 果 x¥(S,v) = 0, PASH . 由 (4.7) 式 及 引 理 4.3 可 知 , 尺 可 
提升 为 受到 上 自身 的 共 形 自 同 构 g,g 必 有 形式 8g(z) 一 az +b. ERRNO 
S4 B] 4y 3c HESS S 是 Weiestrass 椭圆 函数 多 ,我 们 得 到 degR = 
al 2 1, 因此,g 在 欧 氏 度量 下 是 扩张 的 ,这 就 证 明了 R 在 7 诱导 的 
orbifold 度 量 下 是 扩张 的 .证 毕 . 

容易 看 出 UR R 是 次 双 曲 的 , 则 Julia 集 上 的 每 个 周期 点 都 是 排 
斥 的 . 

例 2.1 与 例 2. 3 中 的 有 理 函 数 是 双 曲 的 ,而 例 2. 2 及 例 2. 4 中 的 
Lattes 例子 是 次 双 曲 的 . 
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次 双 曲 有 理 函 数 中 的 一 个 子 类 
锌 称 为 临界 有 限 有 理 函 数 , 它 有 其 
特殊 的 地 位 . AFER R R 是 临界 有 
限 的 ,如 果 其 临界 轨道 的 并 集 是 有 
限 集 , 等 价 地 ,每 个 临界 轨道 或 者 是 
周期 的 ,或 者 是 最 终 周期 的 . 
Thurston 对 这 类 有 理沙 数 作 了 深 
刻 的 讨论 ,图 4.1 给 出 了 临 
JI BUR EB ER C] — TB. 


图 4.1 RAS = z? 十 i 的 REJ WAER CE SL AAT A 
Julia SR. 0 是 最 终 周期 的 : 限 有 理 函 数 , 它 允 许 有 抛物 循环 存 
WE 在 ,其 名 称 来 源 于 Klein 群 理论 . 


定义 4.11 HIS R: CO RR JUR BE AY. CE R 的 临界 
尽 集 的 正 问 轨道 的 闭 包 与 J(R) 只 交 于 有 限 个 点 , 即 # ORC) f 
J(R)) < co, 

定理 4.4 FPR R 是 几何 有 限 的 充 要 条 件 是 . 

1) 每 个 属于 J(R) 的 临界 轨道 最 终 落 于 排斥 或 有 理 中 性 周期 轨 


道 ; 
2) 每 个 属于 F(R) 的 临界 轨道 收敛 于 吸引 、 超 吸引 或 有 理 中 性 周 
期 轨道 . 


证 明 ”充分 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 必 要 性 . 由 条 件 ,一 个 临界 点 若 
CEJ GRO AY, DU] EC LGB DE RR , BD B PE TAE. J(R) 内 的 周期 轨道 ,但 由 
Sullivan 分 类 定理 及 定理 3. 7 可 知 ,R 没有 Cremer 点 , 故 1) 成 立 , 又 
定理 3. 6,R RE Siegel 盘 和 Herman 环 , 则 由 分 类 定理 2) 成 立 .证 毕 . 


$4.3 Julia 集 的 测度 


我 们 知道 ,有 理 函 数 R 的 Julia S J CR) 如 果 不 是 整个 复 球 面 , 则 
一 年 没有 内 点 , 即 ,JCR) 是 无 处 稠密 的 ; 另 一 方面 ,从 动力 学 角度 来 看 ， 
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必要 . Fatou 早 在 本 世纪 初 就 考虑 过 Julia 集 的 测度 ,并 提出 了 下 面 的 
问题 . 
问题 4. ! ”如 果 有 理 函 数 R 的 Julia 集 J(R) AC, 是 否 有 
mesJ (R) = 0? 这 里 mes 表示 二 维 Lebesgue Mi FF. 
Brolin ™" 曾 在 一 个 条 件 ( 所 有 临界 点 位 于 同一 个 Fatou 集 的 吸引 
的 不 变 分 支 内 ) 下 ,证 明了 mesJ CR) = 0. 利用 上 节 的 度量 方法 可 以 证 
明 对 双 曲 或 次 双 曲 有 理 函 数 也 成 立 mesJ(R) = 0 ( 见 文献 pa), 本 节 
我 们 将 用 分 析 的 方法 对 较 广 的 几何 有 限 有 理 图 数 证 明 mesJ (R) = 0, 
汪 明 的 主要 工具 是 熟知 的 Koebe 的 偏差 定理 和 Lebesgue 密度 定理 . 
定理 4.5(Koebe 偏差 定理 ) WA, — {|z| <r}, R: A eE 
一 个 单 叶 解析 函数 ,对 0 二 t 二 1, 存在 仪 依赖 于 :的 常数 民 , 使 得 对 任 
Ë z, = 2 € Ps W AE 
fe) | 
k < Fen] < 
Fk S E A. EARI K. 
mR f: A He ; 则 在 (4. 8) 式 中 应 使 用 球面 导数 的 模 . 
记 人 A(z) 二 {| 一 z|<r) ,那么 ,可 测 集 XX 在 z 点 的 密度 定义 为 
T mes CX f) A (2)) 
ey rr? 
若 上 式 中 的 极限 用 lim 或 lm 代替 , 则 分 别称 为 上 密度 和 下 密度 . 
定理 4.6(Lebesgue 密度 定理 ) if X EAM 44.47 mesX>0, 
则 对 几乎 所 有 的 zEX,X 在 z 点 的 (上 ,下 ) 密 度 等 于 1. 
下 面 考虑 有 理 函 数 R. 
引 理 4.4 如果 JCR) 关 客 ,那么 ,对 几乎 所 有 的 z € JR), 其 轨 
道 的 极限 点 集 (Orl) C ORCC) N JR). 
证 明 由 于 J(R) x €. AETHER TO AB EJ (RO 
是 复 平 面 上 的 一 个 紧 集 .对 任意 ee 0, ie X. = (i € JO)| 
limd (R"(z), Og (C)) > 2€), 那么 ,对 任意 = € X., 存在 子 列 mx 使 得 


MEE 


SK, (4. 8) 


(4. 9) 
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d (R"* (z),0&(C)) > 2e, 因此， R” R™| (2) AY 2e- 邻 域 Ap.(R™(z)) 内 
可 取 到 单 值 着 分 支 Rrw, 且 将 R" GOBURL z. 记 D, = AR" GP», = 
R,"C(D,), Koebe 偏差 定理 得 R” Ci: 上 有 有 界 偏差 KA 与 CH | 


RPK AA, 
mes (CAJ (R)) .. 2 mes (D,\J (R)) 
uc MM LU 
mesC, mes, 


现在 记 R 是 包含 C, 的 A, GO B HB SE fer, 是 包含 在 Ci 内 的 
A,(z) 的 最 大 半径 , 仍 由 Koebe 偏差 定理 ,得 RS K+; 另 一 方面 ,由 
Julia 集 的 齐 性 定理 (推论 2.11) VEA r0, AT Ri 0, (Ro), 
因此 

mes (Ay, GONJ (RD) mes (Ag (z)\J(R)) 
Se ee REESE cw e e 


rR? a oar? 
mes(C,NJ (R)) 
mesC, 


mes (D,\J GO 


mes /», 


>K? 


>K * 
但 是 ,J(R) 是 紧 集 ,可 以 被 有 限 多 个 A(z) G=l, 2, ++. NN) 所 覆盖 . 
AFJCR) £E, b = = min mes(4,(2;)\J(R)) 2 0,10] 8E D, 至 少 包 
BP ACz) ix mes(D,\J(R)) Z b 0, 因此 


mes (ON CR) -> 2 
mes D, = 9 


mes (Ar, (2) f) JCR) ) 2 b | 
RES eee EE 


这 说 明了 J(R) 在 z 点 的 下 密度 小 于 1, 由 Lebesgue 密度 定理 只 能 有 
mesX, = 0. 由 于 是 任意 取得 的 , 即 得 对 几乎 所 有 的 z € JOD, 有 
(Or(z))' C OC) N JCR). 证 毕 . 
定理 4.7 如 果 民 是 几何 有 限 的 有 理 函 数 , 那 么 或 者 
1) J(R) = €; 
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或 者 

2) mesJ (R) = 0. 

证 明 若 尺 是 几何 有 限 的 , 则 CR) f) Or) 仅 由 有 限 多 个 排斥 
周期 轨道 和 有 理 中 性 周期 轨道 组 成 . 如 果 J(R) AS, 由 上 述 引 理 可 
知 , 对 几乎 所 有 的 < € JOR), 其 轨道 将 收敛 于 这 些 周 期 轨道 ,但 是 ,由 
排斥 周期 轨道 与 有 理 中 性 周期 轨道 的 局 部 性 质 ( 定 理 2. 5 的 注 和 定理 
2.9) 可 知 ,除非 = 属于 这 些 周期 点 的 大 轨道 . 这 是 不 可 能 的 ,而 有 限 多 
个 周期 点 的 大 轨道 是 一 个 可 列 集 ,测度 为 零 , 因 此 ,只 能 有 mesJ CR) = 
0. 证 毕 . 

推论 4.1 OX HUE PE ER CR Julia BAAS ME. 

关于 Julia 集 的 测度 ,目前 已 有 较 大 进展 ,就 二 次 多 项 式 P.O = 
z? 十 c 而 言 , 若 P. 不 是 无 穷 可 重 正规 化 的 , 则 7CP.) 的 测度 为 零 . 这 
FÉ, mesJ(P.) Æ 0 的 参数 c 至 多 只 有 可 列 多 个 (参见 文献 ”). 但 问题 
4. 1 至 今 仍 未 完全 解决 ,目前 既 没 有 最 终 证 明 当 J(R) A E Bt, 
mesJ(R) = 0; 也 未 能 找到 一 个 有 理 函 数 R, 使 JR 天 €, [H 
mesJ (R) —0. 

+ ”本 节 证 明 中 用 到 的 Koebe 偏差 定理 在 复 动力 系统 研究 中 起 
着 很 大 的 作用 . 事实 上 ,本 节 的 方法 适用 于 考虑 当 Julia 集 包 含 在 一 条 
直线 或 圆周 内 时 的 线 测度 . 另外 ,Koebe 定理 的 推广 已 成 为 实 动力 系统 
的 复方 法 中 的 主要 工具 之 一 . 


$4.4 Julia 集 的 Hausdorff 维 数 


除了 儿 种 特殊 情况 以 外 ,Julia 集 通常 具有 很 复杂 的 结构 ,是 分 形 
集合 , 本 节 讨 论 Julia Ay Hausdorff 维 数 和 Hausdorff 测度 , 先 引 进 它 
们 的 定义 . 

XE PHAR (U GEDE A 中 非 空 子 集 的 有 限 或 可 数 
集 族 . 如 果 UU; DX, HEH B® dianU; = Supid(x, y)\z, 
y € U,} HERO — diamU, 6G € I), WRU, FE x B53—7 0-08 s ox 

9] 


里 4 是 Euclid Æ H. 
定义 4.12 EXC, 0, [V6 0, 定义 


H;(X) = inf{ > /(diamU, | QU) G € D Æ X ft è- BB). 
ref 


则 HCJ ô 8955 ER RL. PRR BR 
H'CX) = limH$ CX) (4. 10) 


为 集合 X I s 4E Hausdorff 测度 . 
容易 验证 ,HH' 是 Borel 集 上 的 测度 . 特别 地 , 当 sn WY UR x Ae 
Borel Æ , , 则 有 
H"(X) = c,mes( X), (4. 112 
这 里 c, 是 仅 与 空间 维 数 有 关 的 常数 ,mes 是 n H Lebesgue 测度 (参见 
ron 
H(X) x 0 'H CX), 
因此 ,如 果 HX) < oo, Wü HX) = 0; 如 果 HX) > 0, W 
H'(X) = œ, FERRE do 2 0, 24 s d, ht, H(X) =o; 4 s >d, 
Br, H' (z) = 0. 
定义 4.13 称 
d, = inf{s|H*(X) = 0} = supls] H'(X) = co} 


为 集合 X 的 Hausdorff 维 数 ,简称 维 数 , 记 为 dim, X 或 dimX. 

Ns = dimX 时 ,HW'( 叉 ) 可 能 为 0 或 co, 也 可 能 满足 0 二 HX) 一 
œo, 对 后 者 讨论 Hausdorff 测度 是 有 意义 的 . 

下 面 我 们 要 考虑 的 是 Julia 集 的 Hausdorff 维 数 和 测度 , 即 限 制 
APEE LZIB. 由 于 Julia 集 事实 上 是 复 球面 才 中 的 紧 集 ,我 们 对 
Hausdorff 测度 和 维 数 的 定义 稍 作 修 改 , 将 定义 中 的 Euclid 度量 改 为 
球面 度量 , 即 diamU 表示 球面 直径 ,此 时 Hausdorff 维 数 的 大 小 保持 不 
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记 B,(z) = (CES lde, O <r} 为 以 z 为 心 r 为 半径 的 闭 圆 盘 ， 
下 面 的 引 理 是 计算 Hausdorff 维 数 的 有 用 工具 之 一 . 

引 理 4.5 设 X 是 名 中 的 紧 集 ,n 是 上 的 有 限 测度 ( 支 集 在 XX 
ENOS ek) « os. nS 90. RN 

1) 如 果 存 在 c> 0, HIE 4 r> RAD ER € X BA 
uCB,(z)) zz cr, W EP CX) > 0, dimX 2 5; 

2) 如 果 存 在 c 盖 0, 使 得 当 r>0 充分 小 时 ,对 任意 z2E€ XX 都 有 
BGB, C22) Z cr , Wil H'CX) < oo, dimX x 5. 

证 明 1) ERO <r, KU SEX f8f$—^r 6-8 28 IN REIR 
U: 5 X faz dE x. WC x; € U, f) X, ri = diamU,, $ B;— B, Gr) , Nl 
(B, tite X By TE 

» (diamU;) = Sir zc DB) 
> ce'a U BD = c'u) >O, 

FE, ACX) > eX) 2 0. 6 6—0, BB £8 AX) 2 0. A 
dimX =s. 

2) 对 任意 充分 小 的 8, 取 > = TL 满足 2) 的 条 件 , 记 
我 们 按 下 面 的 过 程 从 多 PEW APS AAACN IB) : 先 从 4 中 任 
选 一 个 B,(x) 作 为 B RM SPS Bi 不 相交 的 B,(z) 中 任 选 一 个 为 
B,, ik B, Bz, wens B. 已 选 定 ,如 果 H 中 任意 的 B,(x) 均 与 某 个 
出 不 相交 的 B,(zx) 为 目 . 由 于 XX 是 紧 集 ,过 程 在 有 限 步 后 结束 ,于 是 
{Bi} 被 选 定 . IEBES B 有 相 则 圆心 ,而 半径 为 = 4r B PH UR S s Dd 
(B X 8—^ 5- 覆盖 .事实 上 , 若 有 x EX 不 属于 任意 B,, 则 B) 
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HOO « S (diam By = 49 


= Mr xv MB) 


= óc eC UB) = oc p(x) < oo. 


S 8—0, í§ HX) < oo, 因此 dimX <s. 证 毕 . 
r€ XIJfÓ 
ci S eB (x2) S er, (4.12) 


Mi] dimX = s, H 0 < HX) « oo. 

MEEA HERRA R 的 Julia 集 , 下 面 的 讨论 都 是 在 球面 度量 下 
进行 的 ,导数 是 指 球面 导数 . 

定理 4.8 i RES ĦAX, d=degR>2, WHE Julia B/(R) 
上 的 正 有 限 测 度 a 以 及 实数 6 = OCR), 使 得 对 任何 Borel # A C 
J(R), REA ESE AR. BNA 


utReayy = IN: (2 |*du(z), (4.13) 


而 且 , 0 二 6(R) x2. 如 果 又 有 某 个 8 及 测度 y 使 得 (4. 13) 式 成 立 , 刚 
ô > ê(R). 

称 满足 (4. 13) 式 的 测度 w 为 指数 为 6 的 共 形 测度 . 

证 明 如 果 J(R) = €, 则 取 u X Lebesgue 测度 ,6 = 2. 现 假设 
JR) AC, 那么 ,由 引 理 3.1, EER UCO\ CR) BE ROW 
所 有 分 支 Ri" 在 U 上 有 定义 ( 单 值 ), 是 每 条 逆 分 支 的 轨道 R;' (OD, 
Ri 《Ri (U0)),… 均 互 不 相交 且 一 致 收 合 到 JCR) 上 ( 当 U 包含 在 
Siegel 盘 或 Herman 环 内 时 ,有 一 条 例外 的 道 分 支 轨道 ,这 时 ,我 们 不 
考虑 这 条 例外 的 逆 分 支 轨 道 ). 

对 每 个 x EU, iI ORBAN BR OAR RA CAE Bil 
外 道 分 支 轨道 ). 对 于 y € Ia), R") = 2,58 X dy) = | CR")'(y) 17? 
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CORT AF BO). HL. U PJA A WR Xe HL AP FR 26 HJ «TREES T ASK UE] EK TI 
面积 是 有 限 的 , 故 > )| RO GO [de < 00, 这 里 do 为 球面 面积 元 
3& ,由 Lebesgue 单调 收敛 定理 ,对 几乎 每 个 XEU， 

X dOP « oo, (4. 14) 

y€ T(r) 
Hy gc 使 得 级 数 (4. 14) I S S XE X 

Ó = inf (s | p3 d(y)’ < oo], 
分 两 种 情形 来 构造 共 形 测度 jy. 
情形 一 :如 果 >) diy)’ =o, 


Xİ s >ò, 定义 测度 wz 如 下 :对 每 个 y € IG, 给 定 原子 质量 
d Cy)'/ 2 jd Gy» , WW a 总 质量 为 1, 令 一 6, 那么 ,上 AFAR 
TARWE w. 由 于 I(xo) 的 极限 点 集 包 含 在 J(R) 内 , 故 p 的 支撑 集 包 
REJC) U T(zo》 上 ,但 由 假定 对 每 个 yE17(zo), 在 y 上 的 质量 为 
0, 故 py 的 支撑 集 为 J(R), 有 jy(J(R)) = 1. 

对 任意 zxoE JCR), V 是 zo 的 邻 域 ,如 果 zo 不 是 R 的 临界 点 , 则 当 
V 充分 小 时 ,R TEV EE i R Æ Ia) NV $16) N RCOV) 间 


的 一 一 映射 , 且 当 * EV 时 ,1 一。 过 [ues «1e 4 V 收缩 到 


zo 时 ,e>0, 因 此 ,由 


BRQ)- >, dly) 


yE IG) RO) 


= >) d(z)+ |R | (4.15) 


zeNZ, NV 
得 
(1 — €) |R' Cz ['44, V) S i QROP DD) x A 9|R'GQ [iO ). 
令 so FRE V 收缩 到 >o, 即 得 :如 果 zo JE u RF CBD nC) 250), 
那么 有 
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MUL RCz,)}) == [R Cza) I utim 1). (4. 16) 


如 果 zo Æ R 的 临界 点 ,局 部 度 为 &, 则 适当 选取 V [818 R d Gn) 
OV & ZGOf)RCOBJ AF 1 BJERST. H4 z€ V 时 , |R(z)| « e, 当 
EBCUROS D = LR’ Ce.) l ul lz = 0. (4. 17) 


^ J。 是 J(R) 除 掉 所 有 临界 点 后 的 子 集 , 则 R 在 J。 上 是 局 部 音 
射 ,在 每 个 局 部 单 射 部 分 ,(4. 15) 式 可 改写 为 


u(R(V)) = | IR! GO l'dg, GO. 
令 sxÓ 得 


GOD) = | HR GO dee). 


AF e 以 7(CR) 为 支 集 ,(4. 13) 式 对 4 不 含 临界 点 时 成 立 , 而 当 A 含有 
临界 点 时 ,由 (4. 17) 式 及 临界 点 个 数 有 限 可 知 ,(4.13) 式 仍 成 立 . 这 就 
证 明了 共 形 测度 的 存在 性 . 

情形 二 :如 果 dO» «oo. 


y€ Gn) 


我 们 引进 权 因 子 h(xz) 满 足下 述 条 件 : 
O Dhld yDdy) = Dy Kd GY)dGY eo G»0. 


Gi) A(x) fi x HEHA, 4 r0 时 ,h(r) 一 十 coo, 上 且 满 足 对 
E € 25 0,0 <Å <+ oo, FE xe, A [E4 0< rS T(E, A) 时 ， 
|hXàx)/hG)| € [1— e, 1 +E]. 

这 样 的 容易 构造 ,于 是 定义 测度 us FE y EL) 上 给 定 原 
子 质量 h(d(y))d(y)'/C(s), 这 里 规范 化 因子 C(s) 使 p 的 总 质量 为 1. 
与 情形 一 同样 的 讨论 便 可 得 到 A SHRP 是 共 形 测度 , 即 (4. 13) 式 
DANA 

上 面 我 们 证 明了 共 形 测度 的 存在 性 . BIE s 是 指数 为 6, 的 共 
形 测 度 , 则 jp 的 弱 极 限 也 为 共 形 测度 ( 共 形 测度 全 体 在 弱 收 敛 下 是 闭 
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的 ), 因 此 ,我 们 可 以 取 到 共 形 测度 uc 使 得 其 指数 6 = 6(R) 为 最 小 ， 

最 后 证 明 > 0, MRO = 0, 则 由 (4.16) 式 ,ww 没有 原子 ,否则 有 
一 条 道 轨道 包含 无 穷 多 个 点 ,而 每 个 点 有 相同 的 原子 质量 ,这 与 总 质量 
ARR AG. 现在 令 ./。 是 J(R) 除 去 临界 值 后 的 子 集 , 则 仍 有 o) = 
JCR) = 1. X ROOY 可 分 解 为 a 个 部 分 Jis Jas cts Jas (1G 
RU) —J,HR:J;5J, ERI, i = 1,2,…,d, 于 是 由 (4. 13) 式 ， 
A) = 40) — 1. GOOD) > De) =d, 这 与 总 质量 为 1 矛盾 ， 
从 而 证 得 定理 . 证 毕 . 

如 果 R 是 双 曲 的 有 理 函 数 , 那 么 共 形 测度 p 的 指数 6 就 正好 是 
J GR) 853 Hausdorff 4ER. 

定理 4.9 REMAP Xu IE J ORO EWM dS 
ô = CR), p(JCR)) = 1, 那么 ,J(R) 的 Hausdorff H $ dimJ(R) = 
ô, HO<dimJ(R) < 2,0 < H?(JC(R)) < oo. 

证 明 如 果 R 是 双 曲 的 ,那么 ,对 任意 2€J GO. FER n, fi 
CR")'(z)| 1 (球面 导数 ). 等 价 地 ,存在 某 个 m, 使 得 对 任意 
z € J(R), [(O)' (2)| > 1. 由 于 J(R) = JO), 我 们 可 考虑 RA 
方便 仍 记 R” A R, 即 假定 对 任意 z € J(R), [R' GO | > 1. 

MAE JC(R) 的 邻 域 U f XE RP IE M —IR'GIZADI.IR 
EU 内 是 局 部 单 叶 的 . 存在 常数 a > 0, 使 得 对 任意 z € JR), RE 
B, GO AERO BS. 这 样 ,对 任意 x, € JOD R EX r0, n 
R"(B, GO 8, & (E Balz) A G € JOD, 则 R^ 在 B, Ge) E dé 
Bf. HH Koebe 偏差 定理 ,R" 在 B,(zo) 内 有 有 界 偏差 KCK 是 绝对 常 
RO , 即 对 任意 z E Bz), 


CR")' (z) 


uk < | RY 


< K. (4.18) 
现 对 任意 z,€ JORO 7250 充分 小 , 取 最 大 的 n fg f CR") CB, Gn) 

包含 在 某 个 B,(z) 内. 由 于 ICR) (C2) | > |(R")'(z0)|/K (2 € 

B,(z0o))，, 故 CR")(B,(zo)) 包 含 一 个 圆心 在 JCR) 上 、 半 径 为 | REY Cz) | 

:r/K 的 圆 ,因此 
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[CR Czy} or VK ea. (4.19) 


X 由 (4.180 È, |(R*5'G9)| = [QGrU)' GO | |R'(G (22) | x 
MK|(QR")'(z)|. z € Bey), MCR) Be) 包含 在 一 个 圆心 在 
JCR) EBA MK! CR") Co) * z 的 圆 内 . 由 于 是 最 大 的 , 故 得 

| CR"Y (| *zZa/MK. (4. 20) 

另 一 方面 ,由 (4. 18) 3&, (4. 20), | CR") (Cz) | > | CR") GO |/K 

—a/MK'r,z € B,(z)), (RO CB, Guo BRI — A RM DE GOD E Ede 
» 7l — a 31 [局 
BPH b MK: 的 圆 盘 . 

下 面 证 明 ; 对 任意 z € JOR) ,ABCz)) Z 6 2 0. 

因为 存在 有 限 个 闭 [p] AE B; = Bn Cz), 之 | c JCR), po— le à s TT 
k, 覆盖 ICR) PUB DEAT B,, 对 每 个 B;, 由 齐 性 定理 ,存在 
nis E R" (B: N JCR)) — JOO. 注意 到 R" 在 J(R) 上 没有 临界 点 ,所 以 
存在 Borel 集 4CBNnJ(R), 使 得 R*(4) = JOR) H R" : Ave J(R) 
是 单 射 . 由 (4. 13) 式 ， 


1 = pO OR) = INI (z) [du (z) 


< M"*&CA) 
< M"? 2B; ). 


S c = 二 1/maxM"*, 则 p(Bs(z)) 宇 (Bi) zc 0. 
回 过 来 考虑 B, (z), 有 CR"(B,(z0))) > p(B,(z)) Se FA 
(4. 13) 式 及 (4.18) 式 ， 
| CR" Czo) | CB, (2,92) S UCR" (B, (020) DD 
< K*| CR*)' Czo) |*uCB G2. 


于 是 由 (4. 19) KV (4. 20) 式 ， 


天 全 Knaey coi T 
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< CLB, (zo)) 
Kin(R"(B,(z0))) | 
— | CR") (za) | r? 
< M'K” « ar’. 
由 推论 4.2, dimJ (R) = 8, H 0< H*(J(R)) < oo. 
定理 4. 8 JR E f 0< dimJ(R) <2. 如 果 dimJ(R) = 2, 则 由 (4. 
11035, H’ 等 价 于 平面 Lebesgue 测度 mes, 0< mes(J (RD) < oo. 
但 R 是 双 曲 的 ,推论 4.1 告诉 我 们 mes CJ (R)) —0, B[ 9,48 8 A 
Jt, 0 < dimJ(R) < 2. 证 毕 . 
利用 (4. 13) 式 ,我 们 还 可 得 到 J CRAY Hausdorff 维 数 的 下 界 : 
logd 


max log | R' (z) | ' 
z€/(R) 


dimJ (R) 之 (4. 21) 
这 里 d = degR, ER RGO = z^ 时 达到 下 界 . 

注 Garber!" i] FA Œ fa BB A Dh] BE eg. XF — U) A RE K CHE H T 
(4. 210 3X, dimJ (R) > 0 Xt — HA PE ES SU SL. Eh FJ CR) 8] BE 
AS Bent dimJ(R) = 2, 于 是 一 个 重要 的 问题 是 :如 果 J(R) xx 
€, EBA dimJ (R) < 22 M. Shishikura 在 文献 cs 中 给 出 了 这 样 的 例 
Tad P.G)-—z cc, 则 存在 无 穷 多 个 c, 使 得 dimJ (PO = 2. 这 进 一 
步 说 明了 Julia 集 的 复杂 人 性. 

注 在 双 曲 的 情形 ,Sullivan 事实 上 证 明了 共 形 测度 是 唯一 的 , 且 
等 价 于 Hausdorff 测度 ;在 共 形 测度 下 , 尺 在 Julia 集 上 是 遍历 的 , 见 文 
BR. Sullivan 还 提出 :在 双 曲 情形 Julia 集 的 Hausdorff 维 数 是 否 解 
析 要 依赖 于 尺 的 系数 ,关于 这 个 问题 Ruelle 在 文献 “中 给 出 了 一 个 
肯定 的 回答 ,特别 地 ,对 P.(z) — z^ 十 c, 当 |c | 充分 小 时 ,J (P.) 的 
Hausdorff 维 数 有 如 下 展开 式 : 
le |? 


4 log2 
关于 非 双 曲 时 共 形 测度 的 研究 ,参见 Przytycki 等 人 的 文章 . 


dimJ(P,) = 1 + ace |). 
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"bli AERARMEA Eg Feo TT 


在 前 面 几 章 中 ,我 们 考虑 了 单个 有 理 函 数 在 其 动力 学 平面 ( 即 > F 
面 ) 上 的 动力 学 ,给 出 了 Fatou 集 上 动力 学 的 完全 描述 和 Julia 集 的 一 
些 度 量 性 质 . 本 章 将 讨论 一 族 有 理 卫 数 的 动力 学 ,它们 解析 地 依 束 于 一 
些 复 参数 , 称 为 有 理 函 数 的 全 纯 簇 ,其 中 最 重要 的 是 度 为 d 宇 2 的 有 理 
FR X ARR Rats, 它 可 以 用 系数 参数 化 ,我 们 将 按 动力 学 性 质 对 参数 空 
间 进 行 分 解 . 早 在 本 世纪 20 年 代 ,Fatou 提出 了 下 面 的 重要 猜想 ; 双 曲 
A SH RTE Rata 中 是 稠密 的 . 这 个 猜想 已 成 为 复 动 力 系统 研究 中 的 最 
主要 问题 之 一 ,至 今 仍 未 解决 . 另 一 与 此 有 关 的 重要 问题 是 讨论 有 理 
函数 的 结构 稳定 性 ,这 一 问题 已 由 Maé, Sad. Sullivan, Thurston = ST 
和 Lyubich"^- 等 人 的 工作 作 了 完整 的 描述 ,本 章 将 对 此 作 介 绍 . 阅读 
本 章 需 要 了 解 多 复 变 图 数论 的 一 些 基本 知识 . 


$5.1 JFK Re ds 


$5.1.1 多 复 变 函数 简介 


有 理 函 数 全 纯 簇 是 定义 在 复 流 形 上 的 ,为 了 以 后 的 讨论 ,我们 简要 
介绍 一 下 多 复 变 函数 论 的 有 关 的 基础 知识 ,详细 内 容 和 进一步 的 了 解 
请 参阅 文献 [5F5?1. 

设 DC" 是 复 维 欧 氏 空间 中 的 区 域 ,f : DV RED ES TERR 
射 ( 亚 纯 函数 ), 即 f£ 关于 自 变 量 的 每 个 分 量 是 解析 的 ,下 面 的 唯一 性 
定理 是 基本 的 结论 . 

定理 5. 1( 唯 一 性 定理 ) Bf: DO CREAMA. REL D 
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内 开 子 集 D, 使 得 fl。 = 0, BA, S=. 

唯一 性 定理 对 复 流 形 上 的 全 纯 函 数 也 成 立 . 设 WW 是 一 个 nn 维 复 
流 形 ,f : W 一 安 是 全 纯 的 ,如 果 STEW 的 局 部 坐标 表示 下 是 全 纯 的 . 

定理 5.1 设 W 是 n 维 复 流 形 ,f : W 一 它 是 全 纯 函 数 ,如 果 存 
EW 内 的 开 集 W,, 使 f|, = 0, 那 么 ,f = 0 

由 唯一 性 定理 ,我 们 可 得 到 定理 5. 2. 

定理 5.2 HA=(weW!fw) —0) 是 全 纯 函数 f: W OSH 
零点 集 ,那么 ,如 果 AAW, 则 A 是 W 中 无 处 稠密 的 闭 子 集 , 且 W\A 
gw 中 连通 的 开 子 集 . 

全 纯 函 数 的 零点 集 4 也 称 为 W 中 的 一 个 解析 子 集 (解析 子 集 的 
一 般 定义 参见 多 复 变 的 书 ), 当 W 是 一 维 复 流 形 ( 即 为 Riemann 曲面 ) 
时 ,4 是 孤立 点 集 , 我 们 不 考虑 这 种 情形 . 在 通常 情况 下 ,解析 子 集 是 一 
个 带 有 一 些 奇 点 的 复 子 流 形 之 并 , 即 在 挖 去 一 些 奇 点 后 , 它 的 每 个 连通 
分 支 是 复 子 流 形 ,而 解析 子 集 的 奇 点 集 在 这 个 解析 子 集 中 是 无 处 稠密 
的 . 我 们 需要 讨论 解析 子 集 上 的 函数 论 . 

设 4 是 W 中 的 解析 子 集 ,假定 4 关 W,A 关 ,A = We 
W | f(w) = 0), 如 果 g 是 定义 在 4 的 某 个 邻 域 内 的 全 纯 函 数 , 则 称 g 
在 A 上 的 限制 ol, 是 解析 子 集 4 上 的 全 纯 函 数 . 对 于 解析 子 集 上 的 全 
纯 函 数 ,唯一 性 定理 仍 成 立 . 

定理 5.1” ACW 是 解析 子 集 ,g 是 4 上 的 全 纯 函 数 , w。€ A, 
如 果 存 在 Wo B RIRN W ,使 得 g [w na —0, 出 E TE A 的 包含 Wo 的 连通 
分 支 上 恒 等 于 0. 

下 面 再 考虑 全 纯 函 数 / : WC 9L DL RHE /(w,z) = 0， 
w € W, zE E, 我 们 有 下 述 隐 函数 定理 ， 

定理 5. 3( 隐 函数 定理 ) BS wWxeo CRE, (w, 


zo) € W x €, WIE fo, zo) = 0, f PE Nn ane, FO WEHE wr 


[6o c W, H zw) — Z0 
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ES ER A XE PE E I8) DTE HT. 
$5.1.2. HARREM 


定义 5.1 设 Re 是 度 d — 2 ERER, mh ASN w = w, 
WwW, c. w,) EW, AE W E n 维 连 通 复 流 形 , 如 果 RS 全 纯 依 赖 于 参 
Hw BDBRÉER : Wow, R(w, z) = Re) 是 关于 w 和 x 的 全 纯 
函数 , 则 称 Ru EA FRER CHA] e DER. 

(5.1 —IAEHDAEEP.)—z5-cFcvcce€v€.id—TÉe- 
T FLV TES IHE. 

例 5.2 Rule) =A z+ +o], ACS", FEC, ETÀ 
参数 的 度 d = 2 的 有 理 函 数 簇 ,以 co 为 不 动 点 ,不 含有 和 多项式 ,在 一 些 
文献 中 对 此 有 专门 讨论 . 

我 们 最 感 兴趣 的 是 由 度 为 4( 宇 2) 的 有 理 函 数 全体 组 成 的 消 数 族 ， 
记 为 Rata, 它 可 以 用 系数 参数 化 ,而 且 ,Rats ARAB 2d + 1 维 复 射 
影 空间 PP”*+1 内 ,其 娱 入 像 为 儿 P*”!'' 内 的 连通 开 子 集 , 因 而 是 一 个 履 
子 流 形 . Rat, 的 紧 开 拓扑 与 其 收入 像 在 儿 P**' 中 的 诱导 拓扑 是 等 价 的 . 


| | 7 n — P(z) a t az + e + a" =" 
事实 上 ,考虑 形式 有 理 函 数 R(z) ~ Q(z) IE b, + bz + lom + bz , 这 


HAEC = (aos t Gas bos cr ba) € V7 N(O0) 注意 到 系数 相差 一 
EFAA ATERA ERA EE ER PC MERGER pH RH 
应 . 而 RE Rat, 8765 ZR (429 (Pz), Q(z)) = 1, 即 它 们 的 系数 结 式 
非 零 , 结 式 为 零 的 系数 集 是 安 忆 中 的 一 个 解析 子 集 ,由 定理 5. 2, 其 
余 集 是 儿 P*1+! 中 的 稠密 的 连通 开 集 ,因此 , R € Rat; 一 [zj = la, 
"t, das bos oy bg) ] € PUT! 是 一 个 嵌入 映射 . 这 里 Lwj 表 示 等 价 类 
(Aw|A € | €,), Rat, HRA RECP” hø EAR E, E RNT 
Rat, 与 其 嵌入 像 等 同 起 来 , 均 用 Rats 表示 . 这 样 ,Rats 为 一 复 流 形 ， 
R € Rat, 可 用 其 嵌入 像 [wj( 即 系数 ) 作 为 参数 , 记 为 Re, 而 映射 
R : Rat, X @ OS, RGw, z) =R, (2) È w 5 z 的 全 纯 映 射 ,Rats 为 
—4 hl fk. 任何 度 为 d 的 有 理 函 数 的 全 纯 簇 均 可 以 看 作 Rata 的 一 个 子 
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复 流 形 . 例如 ;所 有 度 为 d > 2 的 多 项 式 全 体 组 成 的 函数 族 是 一 个 全 纯 
sk i3 Poly; ti d + 1 个 系数 参数 化 ,是 一 个 d 十 1 维 复 流 形 . 
X o ” 共 形 共 轿 的 有 理 函 数 有 相同 的 解析 动力 学 性 质 . 由 于 多 上 共 


形 映射 全 体 是 复 三 维 的 Mobius BE (M : = 52577) ,因此 ,Rate 中 有 


理 函数 的 共 形 共 轿 等 价 类 空间 是 24 — 2 维 的 , 它 正好 与 RE Rat, 的 
临界 点 的 个 数 相同 . 同样 ,Polys PA nx te Dj 8823698 P 89 5$ Dr 2S 2 1g] 
Ed 一 1 维 的 ,与 多 项 式 的 有 限 临 界 点 个 数 相同 . 以 后 我 们 可 以 发 现 
临界 点 轨道 的 状态 与 全 纯 簇 中 有 理 困 数 的 动力 学 分 解 的 关系 . 

下 面 定 义 有 理 函 数 ( 在 一 个 全 纯 族 内 ) 的 -稳定 性 和 结构 稳定 性 . 

定义 5.2 MAHER R, R € Rat, 称 为 是 J-3C96 09 MRE 
ÆJI p: JOR) JCR ,使 得 Go R, ETE op '=R, EX e YR J- 
3t gg p GY. 

i WCRat, EF RR, R,,wCW BEAR. 

定义 5.3 w EW, WAR. GE W 内 ) 是 本 稳定 的 ,如 果 存 在 
wo 的 邻 域 wy CW, 使 得 对 任意 w € Wo, Ra, 与 Ro 是 J-3c 8889, EL 
J-JESEBR AR Qt JUR, ) 呈 J(R。) 连 续 依 赖 于 参数 w € Wo. 

定义 5.4 Kw CW, MRR. (在 W 内 ) 是 结构 稳定 的 ,如 采 存 
在 wo ASR WwW, CW, 使 得 对 任意 w € Ws, Ru, FR. PMI. 


即 存在 同 胚 pg: COS, EB Pe © Ru Ge = Ro B qu 连续 依赖 于 参 
yw € W,. 

结构 稳定 性 表明 当 有 理 函 数 在 全 纯 簇 内 作 一 扰动 时 保持 其 拓扑 动 
力学 性 质 , 而 -稳定 则 保持 有 理 函 数 在 Julia 集 上 的 拓扑 动力 学 性 质 . 
在 以 后 几 节 中 我 们 将 着 重 讨论 整个 度 为 d 宇 2 WARA Rata 上 
的 结构 稳定 性 和 J- 稳定 性 ,所 有 的 结论 均 适 合 于 Rau 中 的 子 族 . 特别 
地 ,结论 对 Poly, 均 成 立 . 

对 于 Rats( 以 及 Poly, ,下 面 的 双 曲 性 猜想 是 复 解 析 动 力 系 统 理 
论 中 的 主要 猜想 之 一 , 它 由 Fatou 首先 提出 , 故 也 称 为 Fatou 猜想 . 

猜想 $.1 双 曲 的 有 理 函 数 ( 多 项 式 ) 在 Rata 中 (以 及 Poly 中 ) 形 
成 一 个 稠密 开 子 集 . 
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双 曲 性 猜想 与 7- 稳 定性 有 紧密 联系 . 对 双 曲 性 猜想 的 研究 已 成 
为 当代 复 解析 动力 系统 研究 的 主要 课题 之 一. 


$5.2. 全 纯 运 动 和 A- 引 理 


在 有 理 函 数 解析 簇 的 结构 稳定 性 和 -稳定 性 的 讨论 中 ,最 主要 的 
工具 是 关于 全 纯 运 动 的 A- 引 理 . 首先 引进 全 纯 运 动 的 定义 . 

定义 5.5 设 M E—^4BIEEEUHJE.ACM.AC*R—4TT 
集 , 如 果 映 射 p: MX A 一 寡 满 足下 列 条 件 : 

D 对 固定 的 xz € A, RAPA GA, z) 是 4 的 全 纯 函 数 ; 

2) 对 固定 的 4E M, BRA Qt ze OA, z) 是 一 个 单 射 ; 

3) Q, = id, 
则 称 g( 或 p) 是 集合 4 上 (关于 参数 E M) 的 一 个 全 纯 运 动 (以 A, 为 
原点 ). 

通常 MAA 的 一 个 邻 域 . 由 于 一 个 函数 是 全 纯 的 等 价 于 对 每 
个 变量 是 解析 的 ,我 们 不 妨 假 定 取 M 为 儿 中 的 单位 圆 盘 A, AS US 
ÙO. FERLA E 4 为 参数 讨论 全 纯 运 动 , 所 有 的 讨论 均 适 合 于 单 连 
通 复 流 形 M. 

定理 5.4(4- 引 理 ) Bg: AX A 小 多 是 集合 ACE LN SM 
动 , 则 p 可 以 连续 扩充 为 AX Ao V BUR EE g 也 是 有 上 的 全 纯 运 
动 ,而 且 , 对 每 个 MEA, 9 : AOV, Q(z) = MA, z) 是 (Person 性 质 意 
SOF Ay FUSE BR. 

证 明 不妨 设 4 包含 有 至 少 无 穷 和 多 个 点 , 记 eA = PA, z) zE 
A sg: JE A _E REAR eR CL E ER BOE 多 = ig. CA) |z € A}. 取 zi» Z2% Z3 
为 A 中 三 个 不 同 的 点 , 志 4 = AN, 9 Toy Zajo 今 
EA) 一 g. A) g — 82,04) 
gA) 一 g,C0 gA) — ge CO" 


则 由 于 对 每 个 4€ A, p 是 单 射 , 故 当 z,.t E A, zs t Bj. Bx) 天 
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h.(A) = zc A’, 


QS), 于 是 对 任意 z € A’, gA) Æg. A), 2 1, 2, 3, PAAR 
0, 1, œ, Hi Montel 定理 , (5. CA) her RE IE UR Alm Z EMR, 
即 多 是 4 上 解析 函数 空间 中 的 一 个 相对 列 紧 子 集 . 令 多 是 多 的 闭 包 ， 
则 多 是 紧 集 ,而 且 每 个 geE 多 是 A 上 解析 函数 .下 面 证 明 , 如 果 g, 
g;€ G (Ag, Æ g;, WHERE A € 5.8; 00 Æg: 00, AH AS AN ER s MU FE TE 
AI] zo € A, 8.— £i» Er > E: —> 0), Bi — £i 在 4 内 有 零点 且 
不 恒 为 零 , 故 由 Hurwitz 定理 (或 Rouché 定理 ), 当 i 充分 大 时 ,g. 一 gt 
在 A 内 有 和 零点, 即 存在 入 € Ag. (A) = gy OD, 但 由 于 多 是 单 射 ， 
zi = 6 因此 g = g: XX IS T Jf. 

HBT g € 9 5 g(0)—-— MM. MAE go. z,€ As g. 9 OTF 
别 地 , z, = g. (0) > g(O € A. 记 z 二 g(0), 因 g h g CO) ==z 唯 一 确 
定 ,我 们 可 以 将 g 记 为 g-. 另 一 方面 ,有 是 紧 集 , 故 (g(0) |g € F) BE 
中 紧 集 ,但 {g(0)|g € 9) 2A, KEA = (gCOlg € 9), 于 是 多 = 
(g.|z € A}. 

ig GA, z) = g, CO, W p: AX AVR A EB acht a. 

下 面 证 明 每 个 o: Ave, Q(z) = OA, 2) 是 拟 共 形 的 . 我 们 要 证 
HH o, 满足 Person HEM. BIE HR CAD > 1, 使 对 任意 z E€ A, z, 
z: E 4 满足 Iz; 一 zo| = |z: — zo| > 0, 42 Æ z: 时 ,有 


l P21) — Alzo) 


CCÀ) — plzz) = p Czo) < cCÀ). (5. 1) 


ic h(a) = Q(z) um QD, (2) /9, x2) m 9$, Cro), 注意 到 Zos Zj» Z3 LEES: 
同 , 由 于 po ZRH WAAR 0, 1, oo, 因 此,h 是 A 到 三 穿孔 复 球面 


X,— € NO, 1, 00} 的 解析 映射 ,由 Schwartz 引 理 , 为 减 小 双 曲 度 
量 , 即 ds (ACA), AO <a, 0), 这 里 ds 是 3, 上 的 双 曲 距离 ,ds 是 
A 上 的 双 曲 距离 . 考虑 紧 集 4 = {|4| <r<1}. 由 于 双 曲 度量 在 紧 集 
上 与 球面 度量 等 价 , 故 存在 常数 e (r) da (A. OD e GO 14|. 而 由 引 理 
1. 5, 在 5, 的 三 个 穿孔 点 的 邻 域内 ,球面 度量 小 于 双 曲 度量 ;在 其 他 地 
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方 ,球面 度量 与 双 曲 度量 等 价 , 故 存在 常数 ,使 AA 一 h(0)| 之 
czdz (h(A), h(00).. 又 IAC) — 1, eA — e * JA] +1, WIL 
IA Q0 | Seca). Bie, 与 z 的 位 置 ,我 们 得 到 (5. 1) 式 的 另 一 半 不 等 
式 , 从 而 定理 得 证 .证 毕 . 

推论 5.1 MH gs SOSA € 是 全 纯 运动 , 则 每 个 只 是 拟 共 
形 映射 . 

注 ”推论 的 逆 也 成 立 , 即 如 果 p : POS BWI ARH WM gp 必 属 
FRACS LW SAE ah. 事实 上 ,对 gp 规范 化 ,如 果 gp 的 复 特征 为 it 
wa — À * p, ÀE À, 则 由 可 测 Riemann 映射 定理 ,存在 规范 化 拟 共 形 映 
射 g 以 po 为 复 特征 . 由 pa 解析 依赖 于 4 得 到 o, 也 解析 依赖 于 4, 且 
h = id, 因而 qu 是 一 个 全 纯 运 动 , 而 p= p. 

1- 引 理 是 一 个 非常 重要 的 引 理 , 它 不 仅 在 复 动力 系统 的 研究 中 有 
用 ,在 其 他 领域 如 Klein 群 理论 的 研究 中 也 有 重要 应 用 . 有 时 用 4- 引 理 
还 不 够 ,需要 下 面 推广 的 AS. 

定理 5.4 (推广 的 )- 引 理 ) 任 一 集合 AC 上 的 全 纯 运 动 可 以 扩 
充 为 多 上 的 全 纯 运 动 . 

定理 的 证 明 较 复 杂 , 可 参阅 文献 Gr, BR 59. 


$5.3 AĦĦAR J-E TE 


f£ Rau x € LE BRBWE: 
(R")(z) =z (5. 2) 

BR Ft ER Alw, =) = (Riy (GR. 

ix (wo s zo) te 7; f£ (5. 2) 的 一 个 解 , 如 果 A, (Wos Zo) Æ l, yi] h ER ER 
数 定 理 , 存 在 w 的 邻 域 W 及 其 上 的 单 值 解析 函数 z = zw), 使 得 
zo = z(w), (RL) (zw)) = z(w), w € W. (624 ÀA Cw, zo) = 1 ff, 
方程 (5. 2) 一 般 没 有 单 值 解 ,考虑 Rat。 X E PRR TR: 

108 


M, = i(ww,z)€ Rat, X X | CRG) Cz) = zs 


对 于 (wos zo) € M,, zo 是 Ra 的 一 个 周期 点 ,周期 为 nn 或 为 n 的 一 个 
因子 ,而 A, (wo » zo) 是 周期 点 zo HJ FE T- sx HR sAn Cw) » z) 是 全 纯 的 ,我 
们 将 其 限制 为 M, 上 的 全 纯 函 数 . 记 P, : M, 一 Rata, P,(w, z) 一 也 为 
M, 到 Rat, EWR RAC, zo) 关 1, 则 由 上 面 讨论 ,P, 在 包含 
(wos zo) HJ M. 内 的 某 个 邻 域 上 是 单 射 . 


如 果 对 包含 (zw，zo) 的 M, 内 的 任何 邻 域 W,,P; ER S] YEW, IE 
单 射 , 则 称 (zwo，zo)E M, 是 一 个 (代数 ) 奇 点 , 记 A, C Rat, 是 M, $A 
点 集 在 Ratu 中 的 投影 . 

5|38 5.1 

1) A, 在 M, 的 每 一 连通 分 支 上 不 恒 为 常数 c, 使 得 |c| = 1; 

2) (wos z0) € M, 是 奇 点 的 充 要 条 件 是 和 (wo, zo) = 1; 

3) Rat AA, 在 Rat, 中 是 稠密 的 开 集 . 

证 明 D 由 于 名 是 紧 集 ,方程 (5. DKF = 是 代数 方程 ,M, 的 每 
个 分 支 在 Rat, 上 的 投影 是 满 射 . 如 果 A, TE M. 的 某 个 分 支 上 人 恒 为 c， 
|c| — 1. 则 意味 着 对 每 个 w E Ratv，R。 有 一 个 中 性 周期 点 ,但 
R(z) = z* € Rat, 只 有 非 中 性 周期 点 ,引出 矛盾 . 

2) 只 要 证 明 如 果 A (ws, zo) = 1, 则 (roo，zo) 一 定 是 奇 点 . 如 若 不 
然 , 则 存在 wo 的 邻 域 W。 和 zo AYR U., 1E (W, X UL) N M, Æw, 
zo) 在 M 内 的 邻 域 ,而 P. 限制 在 其 上 是 单 射 ,这 样 , 对 每 个 z € Wi, 
存在 唯一 的 函数 z = zw) € Ud, 使 得 (w, z(w)) € M,, BI z Coo 
Ritz) — z 在 Uo 内 的 唯一 零点 ,但 由 Rouché 定理 , 当 W, 充分 小 时 ， 
z(w) 与 zo 应 有 相同 的 重 数 , 因 此 ,入 (rw, z(w)) = 1. Bl A, YE CW。 X 
U.) N M, 上 恒 为 1. 由 唯一 性 定理 ,) 在 M, 的 包含 (wo。o， zo) 的 分 支 上 
fH 1. 5 DF. 

3) A, 为 闭 集 是 显然 的 ,现在 要 证 明 Rat, NA, 是 稠密 的 ,这 利用 A, 


存在 w € A, RERE W {E W, C A. PL (z) =2 med AE 
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A | | ~~ a 
Zis X25 ts Za HX Wo 充分 小 ， (QW, X€) B M, A m TRAW., 2¢ 


Ws EW, HF w € 机, 因此 存在 某 个 分 支 , 设 为 W;, P.L: W, 
一 W, 不 是 单 射 , 故 存在 wi € Wo, 使 Po (z) =z BDA PMR Zz). zj» 
使 (wi, z';)，(wi， 2") € Wi, 这 样 方 程 Rs (xz) =z AHELA m+ 
] ^8. HX w: 的 充分 小 邻 域 W, C W,, 则 由 w € A, , 对 wi 与 W, 可 重 
复 与 上 述 同 样 的 过 程 , 则 存在 ws € Wi, 使 RZ G2 —z S78 mr 2^ 
HE, HARE w: 的 邻 域 WC Wl, 这 个 过 程 可 以 一 直 继 续 下 去 ,每 次 
使 得 方程 (5.2) 增 加 至 少 一 个 解 , 这 与 方程 (5.2) 只 有 有 限 多 个 解 矛 盾 . 
从 而 定理 得 证 . 
证 毕 ， 


Pig A= U A,,H 一 Rats\A. 在 下 面 ,我 们 称 非 中 性 周期 点 为 双 曲 
周期 点 , 称 中 性 周期 点 为 非 双 曲 周期 点 ,而 称 有 理 中 性 周期 点 为 抛物 周 
期 点 . 

定理 5.5 

Dw € H 的 充 要 条 件 是 存在 Wo 的 邻 域 ,使 得 对 任意 we 
Wos Re TX "BOO A BAL. 

2) H 是 Rat, 中 的 一 个 稠密 开 集 . 

WEBA 1) Hi X. H 是 开 集 . 

必要 性 :由 于 HH 是 开 集 ,因此 只 要 证 明 对 任意 w €. H, Ru, 仅 有 
双 曲 周期 点 ,如 若 不 然 , 则 R。 有 一 非 双 曲 周 期 点 zo 使 得 Cee, zo) € 
M,, H |A.Go,, zo)| = 1. 但 由 于 在 M, 的 包含 (wo，zo) 的 分 支 上 || 
不 恒 为 1, 是 ,是 全 纯 的 , 故 对 (rwo， zo) 的 任意 充分 小 的 邻 域 W,CM,， 
存在 (w, 2) € We 充分 接近 于 (wo。， zo。) ,使 得 入 (ww, 2) =e, 0 = P 
te: Ay FE BY. 但 (10, z) c M, , A, Cw, z) = A CW, z=], EEIE À, ， 
因此 wo € A, 矛盾 . 从 而 必要 性 得 证 . 

充分 性 :用 反 证 法 . 如 果 w, € A, 则 对 任意 w 的 令 域 Wo FE 


w EW., Rw € UA, BD w JR FX A, TETEG. 2) 式 的 解 
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z(w, z) € M,, A,Gw, z) — 1, Bf z È Re HIH ARS (IA IM 
而 充分 性 得 证 . 

2) 只 要 证 明和 稠密 性 , 即 要 证 明 对 任意 w € Ratz K w 的 任意 邻 域 
W Wo BE H 中 的 点 .如果 wo E 五 , 则 结论 已 成 立 ,不妨 设 w E A, 
这 样 ,存在 w € W, 接近 zw, 使 得 R, 至 少 有 一 个 中 性 周期 点 . 下 面 考 
虑 吸引 和 超 吸 引 周 期 轨道 的 个 数 ,为 叙述 简单 ,我 们 将 吸引 和 超 吸 引 膨 
期 点 合 称 为 吸引 周期 点 ,由 引 理 2. 9, 对 每 个 w € Rata, Ro 至 多 只 有 
2(d 一 1) 个 吸引 周期 轨道 . 现在 设 R m = mlw) < 2(d 一 1) 个 吸 
引 周 期 轨道 . ASRS JAA TRA, hee OE w 的 公 
共 的 邻 域 Wi C Wo, WR a 是 R 的 一 个 吸引 周期 点 ,那么 存在 W, 上 
PE — BY) 4 £d p a Co E (Ra lw) E Re 的 吸引 周期 点 , 且 alw) =a. "m 
AR a= (a az, t, ap) 是 Rs 的 一 个 吸引 周期 轨道 ,那么 由 对 应 全 纯 
函数 aj(w) 的 唯一 性 , alw) = (alw), aalw), =, a, Q2) ERY 的 吸 
引 周 期 轨道 ,因此 ,对 ww € Wo, Ry 至 少 有 mm 个 吸引 周期 轨道 .现在 Ra, 


至 少 有 一 个 中 性 周期 点 zi， 设 周期 为 nı, D (wi, 21) E M,, iiW,.*» 
QW, x E) N M, 包含 (wi, z HK E AL EW LY 1, 存 在 


(Wr, 22) € W, 充分 接近 (rw » 21) ,这 里 w, € Wis 使 得 |A Cw, za) | < 
1, B z: 是 R. 的 吸引 周期 点 ,这 样 ,Rw BOA m +1 NRS AAR. 
AR ES ER 2X XE 8, fp E ws 的 邻 域 WC Wi, RW, ESA E 
z; Cw) , Effz: Cu E R 的 吸引 周期 点 , 故 对 每 个 w € Wrs Re 至 少 有 
m 十 1 个 吸引 周期 轨道. 如 果 对 每 个 w € Wi, Re PAA PEER 
道 , 则 由 DIE, w: € H, 结论 已 成 立 ,否则 存在 w E W: E Re A 
一 个 中 性 周期 轨道 ,因此 ,可 进行 与 上 面 同样 的 过 程 . 这 样 , 如 果 结 论 不 
成 立 , 则 上 面 的 过 程 可 无 限 重复 地 进行 . 但 由 于 吸引 周期 轨道 个 数 不 超 
过 2(d 一 D, 而 过 程 每 进行 一 次 ,R, 的 吸引 周期 轨道 个 数 至 少 增加 
1 ,因此 ,过 程 只 能 在 进行 有 限 次 后 结束 ,这 就 证 明了 结论 .证 毕 . 

FANERA H T A eee .三 稳定 性 的 刻画 . 

定理 5.6 R, € Rat, 是 J- 稳 定 的 充 要 条 件 是 w € H, 而 且 如 果 
wo € H, WFE w, IRW, CH, K J-3cSglR p: WX J(R。) 
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>E, p(z) = ow, z), 使 得 gp 是 .JCR。) 上 的 全 纯 运 动 ,因而 e, : 
7(R。) TCR) 是 拟 共 形 的 . 

UB] Kh we 已, 我 们 要 证 明 RE ,稳定 的 . 取 W。C 妃 是 ww 
的 单 连通 邻 域 ,那么 对 任意 ,在 QV, X E) N M. 的 每 个 分 支 上 ,投影 
P, 是 单 射 . 考虑 Ro 的 周期 点 (对 w € Wo 它们 都 是 双 曲 的 ), 设 a 是 
Ro 的 周期 点 ,周期 为 4, 则 ( wo， a) € M. 由 于 P, EW, XE) NM, 
的 包含 (wo，a) 的 分 支 上 是 单 射 , 故 这 个 分 支 决 定 了 W。 上 的 唯一 的 单 
值 函数 alw), {#18 alw) =a, H (w, aC) € M,, BI R',(a(w)) = 
alw). 由 于 Re f] JAAS Teo B EA « h ER ESL CE. PLAT a CO Ze EE . 
我 们 说 a (ww) 与 a。 有 相同 的 周期 , 即 若 a 二 lao ai, nn an1) 是 R 的 一 
个 周期 轨道 , 则 由 M, HER alw) = law), alw), =t, a, 1000) 
R 的 一 个 周期 轨道 ,首先 , 若 al， a' 是 Rw 的 两 个 不 同 的 周期 点 , 则 
对 任意 ww € Wo,a(w) Æ a' (wo. 事实 上 ,如 果 设 Cw, a) € Mrs Ge; 
a!) E Mas, WLA (w, alw)) E M,, (w, a'(w)) EM， 而 它们 都 属 
F Mm; 如 果 存 在 w € Was, alw) = a' Cw), 那么 由 Pan FE Cw; 
akroi)) 的 位 于 Man P3 RA] 4D RA Je PY, a A alw) = a'(w), 此 与 
a 天 ul 矛盾 .这 样 ,ae(z) 中 任意 两 个 周期 点 ai(zw) Aaw) A D. 其 
次 ,Re(ao(zmw)) 与 ai(w) 都 满足 方程 RuG) = z, 而 Rw (ao(wo)) = 
a,(w,) = ar, 仍 由 P, 是 单 射 即 得 RE Cas Q2) = alw), a Cw FJ EX, Ru 
的 一 个 周期 轨道 

M Re ANARH P Ro), RIIK E XRK p: Wo X 
PR.) 5 V. 对 Rw 的 每 个 周期 点 a。 E PCR)» 定义 Kw, a) = 
g(a) = aw), 由 前 面 讨 论 ,p 是 PCR.) E Bg iE hg, + PCRLO S 
P(Rw)> A Ru ° Zla) = P ° Rala), a € P(R, ) .由 本 引 理 ,yp 可 以 扩 
FE HP (Ra) Elf Abi AQ, PRO PCR) EWE IRA» IE 
续 性 可 知 , e, EPR EDM Re eG = Pa * Rel), 2 € 
P(R.), 但 PC(R,) 是 J(R。,) 并 上 有 限 多 个 孤立 点 (吸引 或 超 吸 引 周 期 
点 ) ,因而 p : JOR) J G2. 注意 到 vo 固定 时 ,w 与 wo 的 地 位 相 
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同 , 故 €, Æ J CR, Fi J CRW) ER Fa] Bi. Ale. vu, Æ J-E, ELA 
J (Rw ) 上 全 纯 运 动 . 这 就 证 明了 定理 的 充分 性 及 所 要 求 的 性 质 . 

下 面 证 明 必 要 人 性. 设 RS 是 7- 稳定 的 ,由 定义 ,在 wo 的 某 个 邻 域 
内 ,J(R) 连 续 人 依赖 于 参数 w WIR w € A, 则 对 任意 w 的 邻 域 Wo， 
存在 wi € W,, E w € A, 即 R 有 一 个 抛物 周期 点 zi (wi, zi) EE 
M., HA (w,, z1) — 1. 由 IA Al, FE, z;:) € M, 任意 充分 接近 
T Go. 21) 4878 AL Cor, z) = e, 0 满足 Siegel RHF, FH 2; € -5 
NOD 包含 在 Siegel 盘 内 .但 进一步 由 |4] 25 1, 存在 Gos, z) € M, 
FED ABUL T (wes z0 ,使 得 1A Cw 20] > 1, FÆ z € JOR)» 因此， 
JRE Wo 内 不 连续 依赖 于 w, 这 是 矛盾 的 , 故 w € H. 证 毕 . 

上 述 定 理 结合 定理 5.5 得 ,. 太 稳定 的 有 理 函 数 全 体 在 Rat, 中 是 一 
个 稠密 开 子 集 , 称 互 为 .三 稳 定 集 ， 

从 证 明 中 可 以 看 出 ,R。 是 . 广 稳定 的 充 要 条 件 是 在 w 的 某 个 邻 域 
AY J CR, FE BER FB Bow. 

定理 5.7 WR. € Rat, PMA wR, DU] Re 是 J 稳定 的 . 

证 明 我 们 只 要 证 明 , 若 RL 是 双 曲 的 , 则 存在 w 的 邻 域 Wo, 使 
得 对 任意 w € Ws, Re 是 双 曲 的 , 即 双 曲 有 理 函 数 在 Rata 中 是 开 的 . 由 
于 双 曲 有 理 函 数 只 有 双 曲 周期 点 ,因此 由 和 定理 5.5 之 1) 及 定理 5. 6， 
Ro 是 .三 稳定 的 . 

回忆 Ro 是 双 曲 的 , 当 且 仅 当 R 的 每 个 临界 轨道 收敛 于 Rw 的 吸 
引 或 超 吸 引 周 期 轨道 . 

PRIX Ro 是 双 曲 的 ,我 们 要 证 明 ; 如 果 a& = (av ars ty ani) 是 
Rw 的 吸引 (或 超 吸引 ) 周 期 轨道 ,co 是 R。 的 临界 点 , 且 如 果 co 的 轨道 
收敛 于 a, 则 对 co 的 充分 小 邻 域 U0, 存在 wo 的 充分 小 邻 域 Wo ,使 得 对 
任意 w € Wo, (Ri E U 内 局 部 一 致 收敛 于 Rs 的 一 个 吸引 (或 超 吸 
引 ) 周 期 轨道 . 为 方便 计 , 不 妨 设 a = a 是 一 个 吸引 不 动 点 ,那么 ,存在 
a, AY ARAB Ri VEG RLV) CV, 并 且 , 如 果 W 是 wo 的 充分 小 邻 
域 , 则 当 w € Wht, tA Ra (V) CV, 这 样 ,由 Schwartz 引 理 , (Ri) 
V 内 局 部 一 致 收敛 于 Rs 的 吸引 不 动 点 acCuD. 又 对 于 co FE n 使 得 
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Rz (co) € V, WR U FE co 的 充分 小 邻 域 , 则 RL QU) CV. 同样 , 当 We 
充分 小 时 ,对 w € W,, RO) CV, AE {RE U NRF Ra 
的 不 动 点 ao Gv). 

但 是 ,如 果 co 是 Ry RS & Elm ye A Z D. 即 为 方程 Ru G0 = 0 
Mj HAE ug Rouché 定理 , 当 W, 充分 小 时 ,对 任意 w € Wa, Ro Œ 
U 内 有 & 个 临界 点 ( 计 重 数 ), 因 此 ,这 不 个 临界 点 的 轨道 收敛 于 Rs 的 
吸引 不 动 点 ao(zw). 由 于 临界 点 个 数 和 了 极 引 ( 超 吸 引 ? 周 期 轨道 的 个 数 
是 有 限 的 ,我 们 可 以 找到 公共 的 邻 域 Wo, 这 样 ,如 果 Re 的 2d 一 2 个 临 
界 点 轨道 均 收敛 于 R。 的 吸引 ( 超 吸 引 ) 周 期 轨道 , 则 对 rw E Wa, Ru 的 
2d — 2 个 临界 点 轨道 也 收敛 于 R 的 吸引 ( 超 吸 引 ) 周 期 轨道 , 即 Ro 是 
双 曲 的 . 证 毕 . 

如 果 定 理 的 道 也 成 立 , 则 由 .7 稳定 有 理 函 数 在 Rat, 中 是 稠密 的 ， 
即 可 得 双 曲 性 猜想 成 立 , 因 此 有 下 面 与 双 曲 性 猜想 等 价 的 猜想 . 

猜想 5.2 WER, 是 -稳定 的 ,那么 Ro 是 双 曲 的 . 


$5.4 ”临界 轨道 关系 与 局 部 拟 共 形 共 辊 
下 面 ,我 们 将 研究 有 理 函 数 的 结构 稳定 性 ,这 时 ,临界 轨道 的 状态 
将 起 到 极为 重要 的 作用 . 事实 上 我 们 将 看 到 ,临界 轨道 的 状态 决定 了 有 
理 函 数 的 结构 稳定 性 . 
对 每 个 w € Rata, Ry 的 临界 点 是 下 面 代数 方程 的 解 : 
R (z) = 0. (5.3) 


id Aw, z) = A(z) = ROGO, 这 是 Rat, X 多 上 的 全 纯 函 数 , 考 虑 解析 
T. 
C = {(w, c) € Rat, X © |ÀQw, c) = 0}, 
及 投影 已 :C | Rata, P(w, c) = w. 5 M, BWR Cw, c) EC 是 一 
个 奇 点 ,如 果 对 (wy, TEC AAS FEMI WwW, P 限制 在 W 上 不 是 单 
射 . 记 SC Rat, Æ C 中 奇 点 集 在 Rat, 中 的 投影 ,与 引 理 5. 1 BWR 
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们 有 下 面 的 引 理 . 

引 理 5. 2 

D Go, ORE C HA AW FH BREE ALGO) = O. 

2) Rat; NS, 是 Rat, 中 的 稠密 开 集 ， 

证 明 ”我们 只 要 证 明 AL CO TE C 的 每 个 连通 分 支 上 不 恒 为 0, 如 知 
不 然 , 注 意 到 (cec) = 0 等 价 于 c 是 R 的 重 临 界 点 , 则 得 对 任意 
w € Rata, Re 有 重 临 界 点 ,但 容易 构造 R € Rata, 使 得 R 的 所 有 临界 
点 都 是 单 临界 点 ,例如 , ReCz) = z 十 zy 取 适 当 的 < 即 可 .这样 , 利 
HAGO E 0,5] EB 5. 2 的 证 明 与 引 理 5. 1 的 证 明 完 全 相同 . 

现在 ,如 果 w € Rat, NS,, M) R 的 临界 点 都 是 单 临 界 点 , 故 一 定 
共有 2c& 一 2 个 不 同 的 临界 点 , 记 为 cly Cos o Coa- 由 于 已 在 (cooy c) 
的 在 C 中 的 邻 域 上 是 单 射 , 对 rs 的 邻 域 W, C Rat NS. (Wo X E) f) 
CH 2d 一 2 个 分 支 确 定 了 24 — 2^ Wo EM RM ei Cw es C, n, 
Coa. Cw) ,使 得 它们 正好 是 RL 的 所 有 2d 一 2 个 ( 单 ) 临 界 点 , 且 
c;Qw,) 一 cj 一 1，2，…，2d — 2, EL ER ER GE E c; C0 ELA HM. 

为 定义 临界 轨道 关系 ,我 们 回顾 有 理 函 数 R 的 Fatou 集 的 周期 分 
支 的 结构 . 由 Sullivan 分 类 定理 ,周期 Fatou 分 支 共 有 五 类 :吸引 的 、 
抛物 型 的 、 超 吸引 的 、Siegel 盘 与 Herman 环 . 前 面 两 类 在 大 轨道 等 价 
关系 下 有 基本 区 域 ,而 后 面 三 类 则 有 层 状 结构 ,对 超 吸 引 周 期 分 支 ,每 

-叶片 是 下 述 等 价 关 系 的 等 价 类 的 闭 包 :z 5 y 是 等 价 的 当 且 仅 当 存 
[E n, {#78 R" (x) = R'Cy). 对 Siegel 盘 与 Herman 环 , 每 一 叶片 是 一 条 
R- 不 变 解 析 曲 线 , 即 为 某 一 点 的 正 向 轨道 的 闭 包 . TE 8 DE 3c D 
射 下 ,叶片 对 应 于 圆心 为 原点 的 同心 圆 ( 见 图 3. 2). 

定义 等 价 关 系 一 ;x y HNK r= y EXE xy 属于 超 吸 引 周 
期 分 支 ,或 Siegel S ,或 Herman 环 的 同一 叶片 内 . 

定义 5.6 WE RERatas Cis Cor s Care RAMA OR 
存在 m,n,i,j 满 足 m,n 宇 0, 1S, jX2d—245H (m, i) Æ (a, j), 
使 得 

R” (Cc) ~ R Cc), (5. 4) 
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Wl Fk R RA WAER A WPS. 4) 式 是 一 个 临界 轨道 关系 . 

注 is j,m 关 nn 时 ,(5.4) 式 表明 或 者 临界 点 c; 是 (最 终 ) 周 期 
的 ,或 者 c 的 轨道 最 终 落 在 Siegel fk EX, Herman IA; 4 m =n = 0, 
i EJERE Ac AE cs co 的 轨道 属于 同一 叶片 ,或 者 c 一 c， 后 者 
意 指 c; 是 R 的 重 临界 点 , 妈 RE So; 34 m — n H mn 关 0 时 ,表示 两 个 
临界 点 的 轨道 最 终 重 合 或 落 于 同一 叶片 ， 

现在 考虑 RL, € Rat,NS,, 这 时 在 wo 的 邻 域内 ,Rw 的 临界 点 是 
2d — 2 个 单 值 全 纯 函 数 ci CO. cp (ws os ca- (Cw). 定义 集合 
QC RatNS, 如 下 :two € Q?5 H [X24 TE TE wo HRW, fF RRA 
临界 轨道 关系 的 充 要 条 件 是 对 一 切 w € Wi, Ro BATA E ki A 9138 
关系 ,也 即 对 任何 On, i) A On, D. 

Rz (c(tw)) ~ Rite;Cw)) (5.5) 


对 一 切 w € W, 同时 成 立 或 同时 不 成 立 . 

下 面 我 们 将 说 明 Q C 右 , 先 引进 两 个 引 理 , 其 中 引 理 
数 定理 的 直接 推论 . 

引 理 5.3 W.C Rats 是 一 个 单 连通 区 域 ,p: W CREAM 
数 满足 下 述 条 件 ; 对 每 个 w CW. Ow) 不 属于 Ro 的 任何 临界 值 的 正 
向 轨道 ,那么 对 任意 n 宇 0, 1 <i<d", 存在 全 纯 函 数 S. iW oE 
满足 RECEP) = gw) AG, Cw) 75 9, Cw), (w € Wot Æ j). 

WEB] 由 隐 消 数 定理 ,方程 RLGO = gw) & d" 个 局 部 解 ,再 由 隐 
pe Ai Fe BH ,这 d" 个 解 可 全 纯 开 拓 到 W, E. EE. 

引 理 5.4 KW 与 ?满足 引 理 5. 3 的 条 件 , 又 假设 或 者 对 任意 
we W, gw) 不 是 Rs 的 周期 点 ,或 者 存在 某 个 NN SO, 使 得 对 任意 
we Wo, RY(Gw)) = Kw), BAW, CH. 

证 明 我 们 将 仅 对 pCw) 不 是 Ru 的 周期 点 情形 加 以 证 明 . 因为 对 
于 gl(w) 是 周期 点 的 情形 ,由 引 理 5. 3, 可 取 到 glw) 的 一 个 Re Wk 
p Cw) ,使 得 对 任意 w € Wo, g, Co) 是 非 周期 点 ,这 样 , 用 pp, ;Cw) 代 
BF glw) 即 可 . 
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5. 3 Æ Bet ee 


1 fl ope Ser 1 


EE fc. ff E 某 ^ w € Wy S L = U Rus (Pw) ) = 
U 9, (wo). 我 们 说 ,如 果 On, i) E Ov j), W) e, (wo) FQ, Go). 


Lied 

事实 上 ,在 — n, WASE 5. 3 BS; m An, WA pw) 是 非 周 期 
点 即 得 , 于 是 我 们 可 以 定义 映射 4: WoX Loin T. me z= 
QD, Cw) » Wl hw, z=, ; (w). ic h, (z)-—hGv, z)s TIR hu E w 的 全 
十 因数， hy — id. BAH Pa, CW) EP, ; Cus), Cm, i)y5 n, JJ), 
I H S| 8 5. 3C m — n 情形) 及 gw) 是 非 周期 点 On zn 情形) 即 得 
Pai Cw) AG, (w),weW,, AIA CES WA EL ENTE 
Ali iz zJJ. HA SEA ARP PEU ho: Doh Ll) HEA we, 
ELE, 

Ry * haz) —h, * Ry (z). 


由 连续 性 ,上 式 在 LL 上 也 成 立 . 再 由 定理 2.4, LDOJ Re). 如 果 我 们 能 
证 明 A, CJ (Re =I Ry)» Wl] hy KE J- 3ESEBR ST LRL, e J- EB LB 
ts C FH. 

E ET Ru), WEA FF z BR. WARRI (2 ,使 得 
z, > z(n > oo), iX FÉ,h,(,) Æ Re B JA] BH ex. RF ALGO H 
hu) > haz), 因此 ALGOCJCR,)D, Bl A, (J CR.) CJ CR). 但 对 
固定 的 w, wo 与 多 的 地 位 是 相同 的 ,交换 wo 与 w 且 用 hs WEF AL. 则 
得 A, CJ (Rw) CI (Ru) o 所 以 hoJ Rw) =I Rw). WEF. 

5| 5.5 QCH. 

证 明 ”首先 我 们 注意 到 ,如 果 RE Rats 是 非 双 曲 的 ,那么 ,存在 R 
的 临界 点 co, 它 不 属于 RR 的 任何 临界 值 的 正 癌 轨道 . 事实 上 ,者 这 样 的 
临界 点 不 存在 , 则 意味 着 尺 的 每 个 临界 点 都 是 周期 点 , 且 是 超 吸 引 周 期 
点 ,因而 R 是 双 曲 的 . 现在 , 设 we, MRR, 是 双 曲 的 , 则 由 定理 
5.7, wE H. 下 面 设 Ro, 是 非 双 曲 的 ,那么 存在 R。 的 临界 点 co EB 
属于 Rw 的 任何 临界 值 的 正 向 轨道 . 由 2 的 定义 ,存在 wo 的 邻 域 W。 友 
其 上 的 全 纯 函 数 cow), w € Wo, EG ow) BR, DRRR, H 
colw) =co HFEA N Rw 保持 临界 轨道 关系 , 故 co 不 属于 R。 的 临界 
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值 的 正 向 轨道 蕴含 着 co(zw) 不 属于 Ro 的 临界 值 的 正 向 轨道 ,co 是 非 周 
期 点 纺 含 着 cow) 是 非 周期 点 ,因此 , ple) — e Cu 满足 引 理 5.4 的 条 
件 , 这 就 导出 了 WoCH. 证 毕 . 

推论 5.2 ”如 果 wo。E€0, 那么 R。 没有 中 性 周期 点 ,因而 FCR) 
没有 抛物 周期 分 文 和 Siegel $. 


$ 5.5 ”有 理 函 数 的 结构 稳定 性 


首先 介绍 带 参 数 的 局 部 共 形 共 轿 , 它们 与 单个 有 理 图 数 的 局 部 共 
形 共 罗 是 完全 类 似 的 . 

引 理 5.6 i w€ Rata, ao 是 Rs 的 吸引 周期 点 ,周期 为 p, a(w) 
是 w, 的 邻 域 W。 上 的 全 纯 函 数 , 满 足 Ri(a(w)) 二 a(w) H alwi) =a, 
那么 , 当 全。 充分 小 时 ,存在 ae B BRK V, UL Sah RAW, X Vo 
F, hy (z=hlw, z), TRE: 

D 对 一 切 wEWo, REV) CVo; 

2) 对 每 个 wc€W,, he BE, H AL Ca(w))=0; 

3) XI—9] we Wo,z € Vo, hu ° Ri(z)= (RE) (aCGw)) * halz). 

gI 5.7 iw, € Rata, W, FE w BM, co Cw) 是 Ra 的 临界 点 
(Ge € WD TRAE RE (co Cw) ) —co Cw) , co Goo) =o 那么 , 当 Wo 充分 小 


时 ,存在 co 的 邻 域 V。 及 全 纯 函 数 户 : Wi XV >E, hu GO =hlw, z), 
满足 ， 

D XF—9]w€W,, REV) CV o; 

2) 对 每 个 wEW,, he 是 单身 ,日 hulcolw))=0; 

3) 对 一 切 wEWo, zEVoshe © RE(z)=hy(z)*, 这 里 有 是 co 作为 
RL 的 超 吸 引 不 动 点 的 重 数 . 

引 理 5.8 设 woEH, AJ& Ru 的 一 个 Herman 环 ,满足 R^, CA) — 
A, 又 设 UC A 是 一 个 R& -不 变 开 环 域 ,其 边界 由 两 条 RE - 不 变 解析 
线 围 成 ,那么 ,存在 zs 的 邻 域 WW， JE 3E RIS T. C— VJ IB RR 
h: W,XT >€, h,G)—AhQw, z), 使 得 每 个 he 是 单 射 且 满 足 对 一 切 
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zET, 
ha letz) — R? ° hz). 


这 里 ,9 是 RE A 的 旋转 数 , 而 A(T) =U. 

上 述 三 个 引 理 的 证 明 类 似 于 单个 有 理 函 数 的 情形 , 仅 引 理 5. 8 的 
证 明 较 复杂 ,读者 可 自己 证 明 或 参看 文献 .函数 ,对 纪 的 全 纯 依 赖 
性 是 由 于 在 证 明 中 所 用 到 的 极限 关于 w 是 局 部 一 致 收敛 的 ， 

现在 我 们 可 以 证 明 下 述 定 理 . 

定理 5.8 NÆ Rat, 中 的 一 个 稠密 开 集 . 

WAR 由 定义 ,人 2 是 开 集 ,只 要 证 明 稠 其 密 性 . 由 于 OC Rat,\S, 
及 So 在 Rat, 中 无 处 稠密 ,因此 只 要 证 明 OQ E Rat, S, 中 稠密 .又 人 2C 
HEH 1t Rat, 中 稠密 , 故 又 只 要 证 明 吕 在 五 NS PHE. 

现 对 任意 wo € HNS, 及 其 单 连 通令 域 WoC HNS. 1E SQOVO —-W, 
N2, 我 们 要 证 明 S OW EW, PACK. OW CANS)» 因此 每 个 
R, § 2d 一 2 PG Rc, Cw), cw. n. cas Cw). XT wo, HB 
cy Cw), 7, c, 9) TE Ry, B Fatou EI , ifl cen Co)» t Coa- (Wo) TE 
R。 的 Julia 集 内 . 由 J- 稳定 性 , 则 存在 J- JESEBUM p : JOD > 
JCR,). 由 于 Julia 集 是 完全 不 变 的 , 因此 如 果 c Co) € J CR, ,. W 
RCR) 在 cw) 的 邻 域 内 不 为 单 射 , PROPER. FER ORA. 
R,|JCR,) Æ €, Cc; Cu). 的 邻 域内 也 不 为 单身 ,因此 , p, Cc, Cw) = 
cj(w). 反之 ,在 cw)EJCR,), W gi Ce) Cw) =e; (wo) EJ Ra) 于 
是 我 们 得 ar Cw), sca w 是 所 有 Rs 在 J(R。) 内 的 临界 点 
(wEWo), HDH J- 3t i36 A, 如 果 Rz, Cc; (wo)) = Re, Ge; (wo) 
Gn, i) n, ,Rk-«ixj« 2d —2, lll Rz Cc; Cw)) = Ri Ce; Cw)) 
Go € Wo), FAL, Æ Julia 集 内 的 临界 点 总 是 保持 临界 轨道 关系 的 . 

下 面 考虑 Fatou 集 内 的 临界 点 ci(zw)，…， cilw). 由 于 WoCHH, 对 
weE W,,FCGu, ) 的 周期 分 支 只 能 是 吸引 和 超 吸引 的 或 是 Herman 环 ， 
ENX Slm, ns is J)={wEeWo|Rile:(w)) ~RL(cj(w))}, m, n=0, 
ISi, jk, (m, DACn, j), 我 们 知道 , RZG CW) — Rule; lw) K 
示 : 或 者 Rela (w)) =R; llw), 或 者 Rola ltw)) 5EBRZLG;Go) 位 于 

119 


超 吸引 分 支 或 Herman 环 的 同一 叶片 上 . 由 引 理 5.7 和 引 理 5. 8. FETE 
全 纯 函 数 hes tE lhu © Rz cz) A lhe © RS Ge, (w)) |, 故 存在 确定 的 
0€ 90, hy? Rz Gi Cu) — e"? Ah, Rc Cw)), AE, SOn, n, i, D 是 
W,HB fter T SR. IR SOn, n, i, PAOD B. KWo, Wl Son, n, i, j) 
TE W PRA Ue AA ST SOVOXUGSO n.i, |S On, n, i. 
DADAAW,, (m, i) z GG, D) 的 闭 包 .但 再 由 引 理 5.6,3 引 | 理 5.7 
和 引 理 5. 8, 种 参数 的 局 部 共 形 共 刘 保证 :如 果 对 固定 的 1 三 i, 7 x, 
RzZG;Qw)) ~ Ri (tw))，, 那么 存在 最 小 的 m = ty Gig J). no 二 ngli, 
jJ), 使 得 当 RZ Cci(w)) 属 于 吸引 或 超 吸 引 分 支 时 ,对 一 切 s SO, 
Reo GQw)) ~ Rig? C Cw)), (BOUE s, CZ 0,5 At, W Ris Cei C00 4 
Ri (c;/w). 35 Rz G;Go)) BR F Herman KAT, Bil x — 9] s. t Sl. 
Ree '(c;Cw)) ~ Re *(c;(w)), FA, FR) BY EA d BY Mos Nos 1E (8 
SCW,) =U fSQn, ni, )(|SOGn, n, i, PFO AW, (m, DÆ, 
DmxManzN,l1sxiJjxk,.ixxdémTJou SB ARH IF 
HS QW D th ETC RB BRE AY. WE HE. 

下 面 讨论 当 w € 2 时 Rw 的 结构 稳定 性 ,应 用 的 主要 工具 仍 是 A 
引 理 , 当 Rw A Herman 环 时 ,需要 推广 的 4- 引 理 , 这 里 仅 考 虑 较 简 单 的 
情形 : 设 Rw 没有 Herman # . 此 时 ,R。 只 有 吸引 和 超 吸 引 周 期 Fatou 
分 支 ,回忆 结构 稳定 性 的 定义 ,R。 是 结构 稳定 的 ,如 果 存 在 w, 的 邻 域 
W, CO, 使 得 对 任意 w € Wy, PEC EHIE p: €, o 
oR. = Ro? $,. HG, 连续 依赖 于 w. 我 们 的 目的 是 构造 拓扑 共 辆 映 
BY &., 其 构造 思想 是 : 先 在 Re 的 吸引 和 超 吸 引 周 期 点 的 邻 域 内 构造 局 
部 共 斩 ,然后 将 其 扩充 到 整个 Fatou 集 上 ,再 由 本 引 理 将 其 扩充 到 整个 
复 球面 多 上 ,因此 ,我 们 首先 考虑 在 吸引 和 超 吸引 周期 点 的 邻 域内 构造 
JR) ADIL FE. 

自然 我 们 可 以 利用 周期 点 的 局 部 模型 ( 引 理 5. 6 和 引 理 5. 7) ,但 
结构 稳定 还 要 求 共 示 映 射 将 Ro 的 临界 轨道 映 成 R 的 临界 轨道 ， 
故 局 部 共 思 映射 也 应 满足 此 性 质 , 而 保持 临界 轨道 关系 使 得 我 们 能 够 
做 到 这 一 点 ,我们 分别 对 吸引 和 超 吸 引 情 形 讨论 之 . 
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i weECl,a(w) 是 民 。 的 一 个 吸引 周期 点 Cw € Wi), ie 
alw) = ao. 为 叙述 简单 计 , 不 妨 设 a(w) 为 Re 的 不 动 点 ,由 引 理 5.6 
则 存在 a, 的 邻 域 Vo， RLV.) C Vo. VRE AW : Vo o E 
h,,(a(w)) = 0,h, ° Rolz) = AQu) * h,(z)(z € Vow € Wo, 这 里 
ACw) = RiGaCw)). RK aw) MG lk pis Sr SUB SS 33 x | 
ci Cu . c4 Cu , =, ow) C Ws 充分 小 时 ,i 5j w HX) MER, > 0 
充分 小 ,使 得 Y。 = hz'(A,) C Vo BRAR 93V 与 每 个 临界 轨道 
O* Ce wV x Jj x D ARIZ. Mid z Cu zt nd 
V. Wow, BS m = min(a|RLG,;Ge) € Vi}, Wü zw) = 
Rig (ew), 1 S Jj « 4 CAFE, 24 Wo 充分 小 时 ,rm » w 无关 ). AFR 
持 临 界 轨道 关系 ,或 者 mi Qw) 三 zj(w) Go € W) ,或 者 对 任意 wE 
W,,z,(Gw)7Ez;Qw). rr 天 1 又 由 局 部 线性 化 模型 ,如果 x, (w) Æ zw), 
i 关 j, WHEE s, t 辫 0，R(Czi(zo)) Æ R,G;Q)0). WEHR £;Gw) = 

ha ° z; Cw), j — 1, 2, «1, L, W C; oe w B] A PE PRÉC, ELE CO) 
= C(w), 或 者 ani F bw) ,w € Wot Æ j. 

5|38 5.9 存在 映射 g : Wy X A, PE goulz) = gw, z) 满足 : 

1) 对 每 个 w € Wo, gw 4 FA MIR, gu, = id; 

2) 对 每 个 z CA, g(w, 2)J& w B] A 2E BM 

3) BwAlwo), z) = Alw) * g, 22, z € A wwe Wo; 

4) gw ° C;Cu) = Elw), Ww C Wo, ISS. 

证 明 d A. = ANA, ,这 里 7 二 Ti(w) = Aw) |n, HEX, 
^t) € A, BH Elw) & 3 A,. 

作 坐 标 变换 Z = logz, 0< ImZ < 27, ii A. EZ PF- iij 8938719 
A C, Co RE TER Zw), ETE ARH A AL. 

H,,(logz) = a(log|A(w) | + iargA(w)) + logr, + iC 

一 alogA(w,)) Cmod2m1), 


这 里 & = (log|z| — logr,)/dogr, 2 一 logro),0 = argz, 那么 ， E. 


= id, Bæ logiz| = low. EZ. sid; log |x| = logr Qus) Es. 
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— id, B. GC, Go) = 2,(w) Go 3C. w 2t. G, = He > Ger g. 
是 Gu 在 4。 上 的 投影 ,那么 ,gu 全 纯 依赖 于 w, 且 在 34 上 ,gw(z) = 
z,g,(ACuz) = ACw)z, z € 9A, VAR gu Gi; Q0) =F, (we) , gu, = id. 
xx FE ,我 们 在 4。 上 定义 了 gu, 对 任意 = € 4， 存在 *o € Au. 使 得 = 
= Y Go) zy. 利用 Zul) = a" Cw) + g. (20), 可 将 gw 的 定义 扩充 到 整个 
A 上 ,从 而 ,gu 构造 完毕 . 证 毕 . 

推论 5.3 SQ = ha’ ° gue ju 那么 1 Vo Vw Æ Ru, F Rw 
在 吸引 不 动 点 处 的 局 部 拓扑 共 斩 ,全 纯 依 赖 于 ww, 且 网 CR (cj(wo)) = 
RC; Qw)). 

下 面 考 虑 超 吸 引 周 期 点 的 情形 . Ew, E W, C R ERT, co = 
clwo) 是 Ru, 的 一 个 超 吸引 不 动 点 , 则 co 是 R。 的 临界 点 ,由 保持 临界 
轨道 关系 可 知 ,如 果 clw) 是 R 的 临界 点 ,clwo) = cos 则 ce) 是 Re 
的 超 吸 引 不 动 点 . 进一步 ,由 QC H, Ba (w) 是 Rs 的 不 动 点 ,满足 
a (wo) = Cos 则 必 有 a Cw) = cw), 由 引 理 5.7, 存 在 co BY AK Vo, 
R,(OV,) 性 Vo, BAR HE dE he: Vo, OS TRE A(c(w)) = 0, hu 
o Rolz) = holz)" (m È 2 5 w FX). 

XP cCwOR s <k PGR SIR CRG wk), REA 
cilw), es Cw. n c0 Bri <1 HANS Vu AV GO, 使 得 
IV 5 fc; (Cw) B) SUB AHA E «9 z; Cw Pe; CuO BL GR AKA Vu 
5539; EZ. EY p LIAR, AI i A jo z;Gw) Ez, Co) 8 
于 超 吸 引 分 支 的 同一 叶片 ,等 价 于 对 所 有 ww EW, zi Go 与 z;(w) 属 于 
同一 叶片 (W。 MBA). i Fw) = he o zw), 那么 ,或 者 
tw)| = 16, |, 或 者 对 任意 w EW., |E w) | Æ I6, G9]. 对 前 一 
WEAF C/C, 的 模 长 是 常数 , 故 其 本 身 必 为 常数 ,因此 ,对 一 切 
we Wo, E(w) = et(w), 0 € ACA 5. 1). 

引 理 5. 10 存在 映射 g : Wo XA, OC, gul) = Bw, z), 满足 : 
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D 对 每 个 w € Wo, gu ke A FA BARE. go, = id; 
2) 对 每 个 z€ A, s gw, z) w 的 全 纯 图 数 ; 

3) Eel") = (g,(z))",z € A ,w € Wy 

4) ga * 6,00) = 0,000, w CW,, 1S; & s. 


图 5.1 we W., ți w) = e", iw), 6 € 9 
证 明 id A ("Iz € AJ.A-— ANA. W HEN, HT 
Cw) € A, H £;jG0 & AA. 
按 下 列 方式 对 {5(wo)) 重 新 排序 : 
LE, Ge) | < wo) «  « IE Ge]. sx s. 
WDXpI-;sxs.fffEl1xIOOxI,Éh5f 
I; Go) | = [Sic Go). 
那么 ,对 一 切 w€W,, 
ry L [E,(w) | « I600| « x I5OnolI «n, 
以 及 
Ew 三 | 人 (ol ER 
对 zx € 4, 用 极 坐 标 表示 z = re^ = (r，0)， 记 
Elw) = (rlw), 0(w)), LJ] ES, 
那么 ,在 A EEN gu! ASA, Bur, — = (R,(r), Or +6) 如 下 : 
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logRw,(7) 是 分 段 线 性 的 ,满足 logR,(7j(wo)) = logr,(w), 1j 
L, Roro) = ry, Raro) = ros FEHR ((r, O |r; Cu) Sr ruo] 
内 ， 
logR, G2 = a; * logr;,i(w) — bjogr;Gw),0 xz j x I. 


这 里 ai = (r — r;GwDD/Gju1Qe — rlw) b; = G — ri lw) )/ 
Gr; 4) —r;(G0,9), 34 j— 0B] 7 Coed 572,34 — LAB] nr; Go) 
= ry. 

Oo Cr) 1,3& oP Ec X TE BJ» TE O,(7;0w)) = 0,0) — Wj(wo)， 
9.073) = 6,0 = 0, Æ Lr, O |r; Gu <r rao) E, 


8, Cr) — a;l; Cw) B 5,0; (w) » 0 < J < l, 


9,(w) = 0,9) = 0, 那么 ,我 们 得 ge 是 4 到 AMAR KF we 
A, pg, ° (wm) = Elw), MEH, 8,19 A — id, 在 圆周 {|zx|== 常 数 } 上 ， 
gw 是 线性 的 (一 个 旋转 ) ,因此 ,我 们 在 4 上 定义 好 了 ge ÑE 1) ,2)， 
4). 对 任意 = CA, FE x, € A, 使 得 z = xz?， 那 么 利用 gz) = 
elz)” s 扩充 到 z, 由 于 gw 在 圆周 { |z| 一 常数 } 上 是 一 旋转 , 故 扩充 不 
依赖 于 根 zo 的 选取 . 这 样 ,我 们 在 整个 4 上 定义 了 ge AWERI 
3). 构造 完毕 .证 毕 . 

推论 5.4 Sp 5 ha'e Bu’ hw， 那么 ,9 t Vor Vo HE Ru, F Ro 
VE ER | AR zi Rb (6 e Ed 3E SRT w EL e, CRT, Ce; (wo)) 
= R°(c,(w)) lis. 

下 面 我 们 可 以 证 明定 理 5. 9. 

定理 5.9 RK, € Raty 是 结构 稳定 的 充 要 条 件 是 w€ N, 而 且 如 果 
wy € N, 则 存在 wo 的 邻 域 W。 CO, HBSS p: W X E o 


证 明 必要 性 是 显然 的 ,我 们 证 明 充分 性 , 即 车 w € N, 则 R 是 
结构 稳定 的 . 我 们 在 假定 Ru 没有 Herman 环 的 情形 下 给 出 证 明 . 这 时 ， 
R。 仅 有 吸引 和 (或 ) 超 吸引 周期 点 . 又 若 R 的 Fatou 集 为 空 集 , 即 
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JO) = ©, 则 J- 稳 定性 已 蕴含 了 结构 稳定 性 ,下 面 假定 FR) x 
g. 

i W, J& wo 的 任意 小 邻 域 , Wo CO, #8 w EW, BR. WA 
吸引 和 超 吸 引 周期 轨道 及 个 (为 叙述 简单 不 妨 设 它们 都 是 不 动 点 )， 
记 为 a(w)，…， a,(w), 由 推论 5.3 和 推论 5.4, 对 每 个 a;(w), 存 在 邻 
域 Vi 及 局 部 拓扑 共 轿 映射 ou: Vines? Vi, 使 得 在 Vj 上, Qu? Ra = 
Ru? us WA € V, 属于 Rw 的 临界 轨道 当 且 仅 当 p(z) 属 于 R 的 
某 个 临界 轨道 . 进一步 使 Vi N Vi = Bit F iS. 

4 U, = U Vier ZU, = Un MI Re On) C Un A 


UR; (Uo) = FG, (5. 6) 


4E MERE G+ Uo ^U, WF: $,1Vis, = Por BARNA 
G) p, 是 同 胚 且 关于 w 全 纯 , €, = id; 
Gi) g, ° Ry (z2 = Re ° Q), z € U, jw € Wo; 
Gi) = 属于 Ru RO RLY AY p OAT R 的 临界 轨道 ， 
Aid Ot C.) Re 的 临界 轨道 全 体 , Ui —U,NO* (C2. ABZ, 
是 Us BU. WRK. H. 
Fi =U RG UG ) = F(Re,)\GOC,,). 


这 里 GO(C, E Ru, 的 临界 点 全 体 的 大 轨道 .显然 ,F; 在 FOR, PURI 
密 ,从 而 在 儿 内 稠密 . 下 面 ,我 们 将 g 扩充 到 FO E. 

对 任意 z c Fo 9 存在 某 个 n ,使 得 Ru, C) c Us d ABZ , H FRG) 
与 临界 轨道 不 相交 ， (Ri)! (2) 3 0, Hy Ez PA SX xe FH, TELE iC» 的 邻 域 
WEW WR Wo 上 的 全 全 函数 z(tw) ,使 得 z (w) =z, H 

Ri(zQw)) = p, ° Ra (2). (5.7) 

我 们 说 z(w) 可 以 全 纯 扩 充 到 整个 W. EEG DARL, FR 
然 , 设 2(w) A] 全 纯 扩 充 到 W, = W 。 但 W, = W,, 则 存在 点 列 w, € 
Wi, ww! € IW, (k oo), w € Wo. 由 于 多 是 紧 的 ,z(w,) 有 极限 
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点 z 满足 RU) = g e RLGO. AF R%(z) 与 临界 轨道 不 相交 以 
及 qq 的 性 质 3) ,Rw (z') 与 临界 轨道 不 相交 ,因此 由 隐 吴 数 定理 ,zx(w) 
可 以 开拓 到 w' 的 邻 域 内 ,从 而 得 到 牙 盾 ,因此 ,z(w) 是 W。 上 全 纯 消 
数 , 于 是 ,我 们 令 Oz) = ew), w EW,zEFi. AE 的 性 质 2), 其 
XE X 5j n 无 关 , 是 唯一 确定 的 . 

现在 我 们 在 fi 上 定义 了 9 ,满足 


9, ° Ry (2) = R; ° p(z), (5. 8) 


Gu, —id Po RF w SA. MAMET w€W..q, 是 Fe E 851 , M 
Kw, z) —$,G) AW XFS 上 的 全 纯 运动 .下 面 证 明 % 在 fo 上 是 单 
at. 

由 9% 的 定义 以 及 性 质 3) ,如 果 zE FS 与 Rw 的 临界 轨道 不 相交 ， 
Wo, t5 Ro 的 临界 轨道 不 相交 Cw € Wo. 现 对 任意 i, 2 € Fo, 
Jn ARIETE w € W, fE puC) = 9, GO = 0, 我们 要 证 明 z; = z,. WEE 
不 然 , zi Æ z 则 由 唯一 性 定理 ,存在 zw € Wo, w — w (k — o9), 
得 

Pu, (21) F Py, (22). (5.9) 


男 一 方面 ,存在 n ,使 得 R$, GO c Us 4m 02s 由 
Py Ry, zi) = R”, o qz) = R? ° Qy (z,) = p; ° Ra, Ga 


K Puy TE Uo 内 为 单 射 ,得 R$ (21) = Ru, Cz), 因此 ,对 也 = Wis 
Ri, " Pu, (21) = Fu, = Ra (21) = Fro, Ry, C22) oT: Re, r Pu, G5). 
(5. 10) 


由 于 zz 5 Re 的 临界 轨道 不 相交 ECC RU E SS RBS, 

且 存 在 w' 的 充分 小 邻 域 W' CW, 使 当 w € W 时 ,6 SRO a FE 

也 不 相交 ,因此 存在 的 邻 域 N ,使 得 Re EN ER BP 

[E pu, (21) > 9, (21) = Ss Pu (22) Cem o9) OMA k FES KAT. Po, GO 

€ N, i —1, 2. 这 样 ,(5.9) 式 和 (5.10) 式 与 R% 在 N 上 单 射 矛盾 . 这 
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就 证 明了 g 是 单 射 , 且 为 WXFi 上 全 纯 运 动 . 

由 于 本 = ©, HAF 可 扩充 为 多 ,X 客 一 客 的 全 纯 运动 , 且 
仍 保持 (5. DOR AE p 是 R 与 Re 间 的 拓扑 共 轿 ,全 纯 依赖 于 w E 
Wo, Bl Ru 是 结构 稳定 的 . 由 a- 3| BB e, 还 是 拟 共 形 共 斩 . 证 毕 . 

上 面 定理 结合 定理 5. 8, 我 们 有 :结构 稳定 的 有 理 函 数 在 Rata 中 
形成 一 个 稠密 开 集 2, 称 为 结构 稳定 性 . 定理 也 告诉 我 们 ,临界 轨道 的 
状态 决定 了 有 理 函 数 的 拓扑 动力 学 性 质 . 
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第 六 章 “多 项 式 的 动力 学 


在 复 解析 动力 系统 中 ,多 项 式 的 动力 学 有 其 特殊 的 地 位 ,Fatou 
就 对 多 项 式 的 迭代 有 过 研究 . 近年 来 Mandelbrot 在 研究 分 形 几 何 时 ， 
考察 了 多 项 式 f(z) = hz +z, 并 介绍 了 著名 的 现今 以 他 的 名 字 命 
名 的 集合 一 一 Mandelbrot Œ. Mandelbrot f& i Zn] X. 5e SEY egi Fa TG 
引 了 众多 的 学 者 去 研究 它 ，Donady 和 Hubbard?) Hy F gi HET. 
作 使 得 我 们 对 多 项 式 动力 系统 有 了 更 深刻 的 了 解 ,他 们 所 发 展 的 理论 
对 多 项 式 动力 系统 的 研究 提供 了 相当 有 力 的 工具 , 因此 , 相对 于 有 理 
函数 来 说 ， 多 项 式 动 力 系 统 的 研究 要 深入 得 多 .本 章 将 主要 介绍 
Donady 和 Hubbard 及 其 学 派 的 工作 , 同时 ,也 介绍 作者 在 这 方面 的 一 


$6.1 HF Julia 集 


任何 一 个 4 次 多 项 式 (d 三 2) 在 仿 射 变换 wz) = ez +d FE 

于 下 面 的 规范 形式 : 

Piz) = zt + aaz"? Hee + az + a, 
因此 ,我们 只 需 讨 论 上 述 形式 的 多 项 式 的 动力 学 性 质 . 记 Poly, Ad 次 
首 一 多 项 式 空间 ,那么 ,在 上 面 的 规范 形式 下 , 它 是 一 个 d 一 1 维 复 解 
pr WE. 

对 于 多 项 式 Plz) = zf + e taz t a E Poly,(d Z2), co 有 其 
特殊 的 地 位 , 它 是 一 个 Fatou 例外 点 , 即 P (co) = eo. 因而 是 一 个 
d 一 1 重 临界 点 ,上 且 是 一 个 超 吸 引 不 动 点 , 记 4r(Cce) 是 ce 的 直接 吸引 
域 ( 超 吸引 Fatou Ax), H Po! (co) = oo, 4p(co) 是 忆 - 完 全 不 恋 的 
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Fatou 分 支 , 故 Ap(oo) = (z € € |P" lz) 一 oo(n— oo0)) , 由 定理 3.2， 
P(z)fJ Julia 8 JCP) = dAp(). 
注 ”对 多 项 式 来 说 ,J(P) 上 的 任 一 点 是 Fatou 4; X: Aro) 32 
界 点 ,McMullen 找到 一 个 有 理 图 数 , 在 其 Julia 集 上 存在 这 样 的 点 : 它 
不 是 任何 Fatou 分 支 的 边界 点 *.. 
定义 6.1 KPH d 22H. 
K(P) = {z € «€ |P"(z) 7» oo(n > oo)! (6. 1) 


为 多 项 式 PP 的 填充 Julia $, WA K, KK. 
由 定义 , KC) = @\Ap(co) J (P) = 9K(CP) = dAp(co), ERX 
如 此 ,在 多 项 式 动力 学 研究 中 ,常常 用 对 KK(P) 的 研究 代替 对 J(P) 的 
K(P) 的 男 一 等 价 定义 为 


K(P) = (iz € «|(P"(32 AF}. (6. 2) 


由 定理 3. 2 ,我 们 可 以 叙述 下 面 的 定理 ， 

定理 6. 1 

1) 天 (PP) 是 完全 不 变 的 紧 集 ,其 内 点 集 的 任 一 连通 分 支 是 单 连通 
的 Fatou TX; 

2) P 的 任何 有 界 Fatou 分 支 是 单 连通 的 ,因此 ,多 项 式 没有 Her- 
man i. 

ER T eo DAP PRA d—1 个 ( 计 重 数 ) 有 限 临 界 点 , 记 C AA R 

定理 6.2 设 己 为 度 & 关 2 的 多 项 式 , 则 其 Julia 集 J(P) 连 通 的 
充 要 条 件 是 己 的 所 有 有 限 临 界 点 都 在 填充 Julia 集 KOPA. 

证 明 ”充分 性 : 若 C' C KCO), lll 4r(coe) 内 不 含 除 ce 以 外 的 其 他 
临界 点 .由 定理 2.8,4pr(co) 共 形 等 价 于 单位 圆 盘 ,是 单 连 通 开 集 , 因 
此 , JCP) = dAp(co) 是 连通 的 . 

必要 性 :如 果 J(P) 连 通 , 则 4r(eo) 单 连通 . 设 Ap(oo) 含 有 上 个 有 
限 临 界 点 , 则 由 Riemann-Hurwitz 公式 ,XCAp(50)) = d + XCAp(co)) 
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— (d— 1) — k, M X(Ap(%O)) = 1, ABR = 0, MC’ C KCP). 
HEHE. 

FAHER Rte: C C Ap(co). 

定义 6.2 一 个 拓扑 空间 (或 子 集 ) 称 为 完全 不 连通 的 ,如 果 它 的 
每 个 连通 分 支 由 单个 点 组 成 ， 

Cantor 二 分 集 是 典型 的 完全 不 连通 的 完全 集 . 

BH Na = (1,2, d)j,Z, = {s = Gy 82, e) |5 € Narn = 1, 
2,1; 是 Na H92,93 ERAI IB] Es = (5,5 52, t0. t= Cs 5, 2€ 
Zo EUER AG, D = Sl LS AVE HERE h F ELE 
一 个 完全 不 连通 的 度量 空间 . 在 X, bog ML BRAT 012, X) (5,5 sz， 
e) = (62,5), r0. 称 为 位 移 映 射 , 由 ce 的 迭代 生成 的 动力 系统 称 为 符 
号 动力 系统 .关于 符号 动力 系统 的 基本 理论 可 参看 文献 

定义 6.3 一 个 集合 称 为 (广义 的 )Cantor E, MRE RFT 
P 

定理 6.3 设 P(z) 为 度 d 二 2 的 多 项 式 , 如 果 它 的 有 限 临界 点 都 
RHE KCP) A, WWE Julia 集 JCP) Cantor $, H P| thst SE F 
ad 上 的 位 移 映 射 g. 

证 明 ”人 先 对 d = 2 证 明 .这 时 已 (=) 是 二 次 多 项 式 , 只 有 一 个 有 限 
临界 点 c. 取 co 的 单 连 通 邻 域 避 ,使 得 P^ (QU) DU, MU C PU) C 
PU) C =, HAC) =UP"U). 此 时 ,存在 最 小 的 N, 使 
P(c) € P XU), H c & P (U), H Riemann-Hurwitz Zv3& ,P- "(U) 


是 单 连通 的 , 且 B 一 名 \P-™(U) 也 是 单 连通 的 . 由 于 B 不 含有 P(z) 的 
临界 值 , P “'(B) 由 两 个 单 连 通 分 支 D。 和 Di ARM D UD, CB, P : D, 
o B 是 共 形 映射 ,i = 0, 1, BP "(B), m = 二 1，2,，…， 则 
K(P) = f P” (B), P^"(B) 由 2” 个 单 连 通 分 支 组 成 ( 见 图 6.1). 由 
第 三 章 引 理 3. 1 可 知 ,每 个 分 支 的 直径 当 m 趋 于 无 穷 大 时 趋向 于 零 ， 
因此 K(P) 的 每 个 分 支 是 单 点 ,这 样 UCP) = KP). 
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图 6.1 定理 6.3 的 证 明示 意图 


现在 定义 上 映射 9: JP) > E, 对 任意 xm CUP), EMs =, 
$,, 5) = Az) MP: sn = i E Pz.) E Di, i= 0, 1, 那么 我 们 断 
EPERE. 首先 ,2 是 一 一 到 上 的 ,事实 上 ,对 s = Gi Sys 70. 序列 
I, «I, » (B) 收 敛 于 唯一 的 一 点 ze € JCP), 这 里 无 表示 已 -的 
两 个 单 值 分 支 ,使 I : BO DG =0, D. 其 次 ,s fist i, ta, s 
tas c) |l = ss ott Ea = Sa} MF zo 的 领域 I e 2 ICD, 因而 9 
AE — ^ 3E SEJT RR A p: JCP) 2, BR. (PO dé — "T Cantor 
集 . HE p. Pleme Q1. Soy ott) = (Soy 53, r2 06, Spy 7), 
故 Of PhS o AFRA. 

XT d> 的 情形 ,P(z) 的 有 限 临 界 点 多 于 一 个 ,此 时 也 可 选取 单 
连通 区 域 B, 使 得 J(P) CP (BR) C B, BUB TG BR i FR ETE B 
yh. 5; Ei fe] EE BJ Zr i BY A de Su [S] RS o: JCP) > 24, JCP) 是 一 个 
Cantor Œ. JẸ HE. 

第 二 章 中 的 例 2.3 给 出 了 一 个 Julia RA Cantor 集 的 例子 ,下 面 
的 图 6. 2 给 出 了 男 一 个 例子 . 

注 Fatou 曾经 猜想 定理 6. 3 的 道 命题 成 立 , 即 有 限 临 界 点 集 
C' C ENK(P) 是 J(P) 为 Cantor 集 的 充 要 条 件 . 但 Brolin 在 文献 … 
中 找到 这 样 的 三 次 多 项 式 PP, 其 两 个 有 限 临 界 点 中 ,一 个 属于 KK(P)， 
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B—SBRFE\K CP). JCP) 54 Cantor &. Branner 和 Hubbard ®™ 
利用 他 们 的 具有 高 度 技 巧 性 的 方法 ,对 三 次 多 项 式 的 Julia 集 何 时 为 
Cantor 集 给 出 了 一 个 完整 的 描述 . 


图 6.2 映射 f(z) = z? + 0.11031 — 0.67037 i 
的 Julia 集 ,这 是 一 个 Cantor @ 


$6.2. 等 势 曲 线 与 外 射线 


考虑 d 次 首 一 多 项 式 Plz) = z + agiz! 十 *… + ao E Poly,， 
d 宇 2, 由 Böttcher 定理 (定理 2. 7), f£ E oo B^] BiMU (co) zi] Hh KX 
U,4(oo) B] E Æ fel HR ge: U(oo) = Urlo), 满足 Q9) = oo, 
V» (oo) = 1, fiif p ° Po g'(z) — z^. XE Urlo) = {x € €||z| > 
R}. 由 Böttcher 定理 的 证 明 ,gr(z) 可 表示 为 


l P! (z P i 
(z) -- | p” ira" 二 ie ee 
eS ee ides (P^ (z))!/4 
(6. 3) 
它 定 义 在 ce 的 邻 域 (oo) A. 
现 设 
hp(z) 一 limd “log+ | (6. 4) 


这 里 log, t= max(logr, 0). hpCz) vee ME EASE (A eH. AAG 
132 


JH 6.1 所 述 性 质 ， 
引 理 6. 1 
1) he EEC EES BR; 
2) hp(P(z)) = d *hp(z)5; 
3) K(P) = {z € @|hp(z) = 0}, H he  F\K(P) 上 调和 . 
证 明 1) Ar(z) 由 公式 Ar(z) = limd “log, |P"(z) | 给 定 ,我 们 证 


明 上 式 之 上 极限 在 儿 上 一 致 收敛 . 将 he(z) 写 成 级 数 形式 : 


hp(z)=log, |z|+ 2, CaP ops |. Pte) ed "loge Pe) [Ds 


POE = 1 tS, 存在 连续 依赖 于 己 但 不 依赖 于 = 的 


常数 CCP) ,例如 CCP) =d. "m +d» log + la4-,| ++ + lal), 
使 得 


Gdq-) 


log, |P(z)| — dlog, |z|| S CCP), 
因此 
|d en ges [pus] — d "log, | PE | =< CQ?) pap et. 


故 级 数 一 致 收敛 ,h, FES LEM ATES. 

2) 是 显然 的 . 

3) 在 oo 的 邻 域 U(oo0) 内 ,我 们 有 共 形 同 胚 ge GO. 由 定义 he) = 
log| Cz2 | , 故 hr 在 U(oo) 内 调和 .对 于 任意 z € V NK CP), FEN FE 
分 大 ,使 得 P"(z) € UC). 由 2), hpl) = d "hp(P"(z)),- 故 hp 在 
@\K(P) 内 调和 , 自然 ,对 x EEK), hre) 40. 男 一 方面 ,者 zx EE 
K(P), Wi |P”"(z)| 有 和 寞 ,因而 hp(z) = limd "log, |P"(z)] = 0, 所 以 
K(P) = (x € @ {hp(z) = 0}. 

iE. 

从 证 明 中 可 以 看 出 : A(z) = log|z| +011) @—> 吕 ), 因 此 ,由 引 
FH hp FE @\K CP) 上 的 Green MR. 

EM 64 称 hp 为 多 项 式 P HA wR, HA (ze € C\KCP)| 
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hp(z) — r2» 0) 为 等 势 曲线 ,其 正 交 轨 线 RP. 09) 为 外 射线 . 

在 U (oo) A, R(P, 0) = (xlargge (2) = 270), A HH Ae WH 
(z|@(z)|=C>1), A, SARE U (co) P3 Js fe] EX. 图 6. 3 
给 出 了 一 个 在 Julia 集 外 部 画 出 了 等 势 曲 线 和 外 射线 的 例子 . 


6.3 带 有 等 势 曲 线 和 外 射线 的 Julia 和 集 , f(z) = z — iz tz 


引 理 6.2 hp: VNK(OP) 5 2, — (0, oo) 的 临界 点 (等 势 曲 线 的 
JEER Ad P TE NK CP) 中 的 临界 点 及 其 道 轨道 . 
证 明 OF @:U(co) 一 Ulo) 是 共 形 映射 , 故 AB = 
log |@(z)| 在 UCoo) 中 没有 临界 点 .由 hee) = d "hp(P"(z)) 可 知 ,z 
是 hp 的 临界 点 当 且 仅 当 xz 是 P 的 临界 点 或 者 P"(z) 是 hp 的 临界 点 . 
iz € @\K(P), z, = P(z), 4 n 充分 大 时 , z, € Ul), Mz, 
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不 是 hs 的 临界 点 ,因此 ,= 是 Ar 的 临界 点 当 且 仅 当 > 是 忆 BS 
即 z 是 PP 的 临界 点 或 其 道 轨道 中 的 点. 证 毕 . 

当 ROP, 0) 不 碰撞 到 hp 的 临界 点 时 ,RCP, 0) 可 以 从 U(co) 无 分 
叉 地 延 拓 直到 hs 一 0, BD ROP, OBM KP) HO TEX FER 
R(P, 9) 是 非 碰撞 的 . 此 时 ,如 果 R(P, 89) 趋向 于 K 居 (P) 上 的 一 点 a, M 
PRCP, 9) 在 a 点 可 达 . MRRP, 20) 趋向 于 天 (P) 时 的 聚 点 集 是 非 单 
点 的 连通 集 , 则 称 之 为 洲 移 的 . 

i RIP, 9) 是 非 碰 撞 的 ,有 PCRCP, 00D —ROG'. d+ 0), RMR 
R(P, OF. a SAHA MRP, d * DEPO AE; MRRP, OE 
游 移 的 , 则 RIP, de DEEN H. 

引 理 6.3 设 m 宇 2 是 整数 ,a 是 一 个 正 整数 , 旦 4 与 m 互 素 ， 
$Cm) 表 示 小 于 m HS5 m 互 素 的 正 整 数 的 个 数 , 则 a = 1(mod m). 

证 明 Rro os Tim EDF m HS m ERY ESR RNG 
证 明 ; ar, (mod m), ++ 5 ar; mod m) FE ris s, ruo 的 重 排 . 为 此 只 
要 证 明 它 们 互 不 相同 且 都 与 m H.R. WMR ar = ar;(mod m), MH (a, 
m) = 1 即 得 = r,(mod m), FÆ r: =r; Mm s E m 与 ar;(mod 
m) 的 公共 素 因子 , 则 s 也 是 mx 与 ar; 的 公共 素 因 子 , 从 而 s 是 m 与 a 或 
m 5r 的 公共 率 因 子 , 这 就 得 出 牙 盾 ,于 是 ,我 们 有 


F,* ^ Fus) = (ari) eo ene P CAT im) ) (mod m) 
| = gf) (ryss Tsm) ) (mod m), 
H necs Tam 5 m H8 a" — 1 (mod m). 证 毕 . 

1364 i0-— A 是 有 理 数 , 如 果 RCP, 0) 是 非 碰撞 的 , 则 
RIP, DES a € K(P) 可 达 , 旦 存在 ,使 P"(a) 是 排斥 的 或 有 理 中 性 
的 周期 点 . | 

证 明 如 果 g = 1, WW POR (CP, 0) = ROP, 0). 

—— Hy 5[38 6. 3, T£ TE Rk, 1818 d* = 1 (mod q), 
KO 可 以 写成 2 = 5. B PRO, 0) = ROP, 0). 


设 h, = infi ack E @\K(P) FHRA) COR P E 
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«NK CP) 中 没有 临界 点 , 令 h=), WR Ah, SU= {z|0<Ap(z) 
< h}, U' = P^*(U) = (z|0 < hp(z) < h/d'}, WU 是 UU 的 包含 
RO, 0) 的 分 支 U, WIARA, RE RP, 0 NU 在 U 中 的 提升 ， 
g :UU 是 P “的 提升 ,使 得 g(R) CR. 由 于 U 内 没有 P 的 临界 值 ， 
Pt: U, > U 是 覆盖 映射, 故 g 是 单 值 解析 映射 .选取 zo€ RP. AN 
U, eM x,€ ROP, 站 ,使 得 hp(z) = he Co) fd”™, 则 PCz41) = an. 
id Lans x44] 表示 ROP, OE x, 到 zi 间 的 一 段 ,L, 表示 Dx mul 
EU 的 双 曲 度量 下 的 长 度 , 那 么 ,由 Schwartz 引 理 (定理 1. 3) ,sg 为 减 
小 的 双 曲 度量 , 故 4, Lo, SL SL. 但 当 n 一 OOM, Lane mul 
OK CP) , 也 即 赵 向 于 UU 的 边界 ,由 引 理 1.5, Los x) 的 球面 长 度 趋 
[] FS ,特别 (£n 一 aad 一 0. WR (rra) FETII oo KAF a E 
AK CP) , Wi] (x, -1) 也 收敛 于 a, 因此 PCa) = a, BI c.) TRE S E PU 
的 不 动 点 组 成 . 

考虑 RCP, OF: GIF (PP) 的 附 点 ,对 任意 点 列 z; € ROP, 0), 
z; > IK(P), j œ, 2; € Las x, a]. 同样 由 Schwartz 引 理 和 引 
BB 1.5, |z; — z. | > 0, Bil (o) 与 (n) 有 相同 的 聚 点 ,于 是 我 们 得 到 
RCP, OB [p] FKP) E MRA SR UU, HH. P" 的 不 动 点 组 成 . 注意 到 
RP, 0) 是 一 条 连续 曲线 ,其 聚 点 集 是 连通 的 ,而 书 ' 的 不 动 点 仅 有 有 
限 个 , 故 R(P, 0) 必定 趋向 于 某 个 P BJAUuecoKOGO, BIRCP, 0) 
是 可 达 的 . 由 于 a € OK(P) = JCP), 因此 a 是 排斥 的 或 中 性 的 周期 


=e 
下 面 证 明 如 果 a 是 中 性 周期 点 , 则 (Py Ca = 1. 证 明 与 引 理 1.6 
类 似 . 


Aiii a= 0, XH P*(z) = e?"z +001) (2 > 0), P(e) TE O BJ 7E 
分 小 邻 域 U = {z||z| < €) 内 单 叶 , 作 坐 标 变换 Z = loge, id L = 
(Z|ReZ < M) Æ U 在 Z 平面 上 的 提升 ,FF : Lv Ær AZ FRE 
的 提升 , 则 当 ReZ —— coo B, F(Z) =Z + 2zit +0(1), t€ [0. D. XX 
E H Ro ERO, 9) 在 工 中 的 提升 ,X, 是 z, 在 R。 上 的 提升 , 则 

136 


ReX, 一 一 œ(n > œ), H X, , = FCX,). 

n e 0, 取 e 充 分 小 ( 即 一 M 充分 大 ), 那 么 由 下 ORAA, H n 
充分 大 时 , ImX, 一 ImX,_, — zt, ImX, —— (n> oo). HRE n X 
分 大 , 记 V 为 工 内 位 于 曲线 Ro 左边 且 其 虚 部 小 于 ImX 的 区 域 , 则 
FV CV HF VV Zid V = expcV,) U (0), Ut] V J& 
0 Whi, H P^ *(V) CV,P^* QD x V. H Schwartz 引 理 ,P CHV 上 
严格 减 小 的 双 曲 度量 ,从 而 在 书 ' Bum ERO Bb, [CP 75 COD | <1, B 
(PY € | > 1, 这 是 矛盾 的 ,因此 上 一 0, 即 (P) (0) = I. 


如 果 (gs 四 天 1, 则 9= Te, (uy d — 1, PP, 0) - RCP, 
0), 这 里 0 = d'0 — E 由 于 RO, 09,) 是 可 达 的 , 故 RC(P, 9) 也 是 可 达 
Bg. ROP, 0) dE a € OK 处 可 达 , 则 RCP, 0,0 Tg o, = P'Co) 处 可 达 , 且 
a, 是 排斥 的 或 有 理 中 性 的 周期 点 .证 毕 . 

如 果 天 (PP) 连 通 , 则 任意 及 (PP,， 0) 均 是 非 碰撞 的 . 一 个 自然 的 问题 
是 ; 是否 每 一 条 外 射线 都 是 可 达 的 ? HE, BHR 
gp: 4p(co) — NA, 是 否 可 以 连续 开拓 到 2A» (co) — JCOP) E? xx f] 
题 与 Julia 集 的 局 部 连通 性 有 关 . 


$6.3 Julia 集 的 局 部 连通 性 


定义 6.5 称 一 个 竖 度 量 空间 (X, OF p€EX 处 是 局 部 连通 的 ， 
如 果 对 任意 e 盖 0, 存在 se Oe’ — e, E ACD) = (x EX (PO, x) 
— € ) 是 pp 点 的 连通 开 邻 域 . 一 个 紧 度 量 空 间 (X, Pp) 称 为 是 局 部 连通 
的 ,如 果 它 在 每 一 点 处 均 是 局 部 连通 的 . 

如 果 DD 是 它 的 某 个 单 连通 区 域 , 则 有 下 面 著名 的 Carathéodory 
定理 . 

定理 6. 5(Carathéodory FE) i$ DC e 为 单 连 通 区 域 , 共 形 等 
价 于 单位 圆 盘 A,p:A4 一 万 是 共 形 映射 , 则 2D 是 局 部 连通 的 充 要 条 件 
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E oa MIERA A SIL D 的 连续 映射 . 

证 明 参 见 文献 AY 

TFA P ER d2 的 自 一 多 项 式 ,K(P) 是 连通 的 . 此 时 ,P 的 所 
有 有 限 临 界 点 均 在 居 (P) 内 ,由 定理 2.8, AHH gr 可 共 形 
Hh ET A ET S\K (P) 到 NA HHP: 9» EKP) A, 
H ° Po Gp (2) = 2°, ERIRE 3E PETRI] , BE PR ERT 
表示 为 fz € AKP Ile] =r > 1), 即 客 NA 内 半径 为 > 的 同心 
圆 的 共 形 象 , 故 是 围绕 天 (CP) 的 简单 闭 解 析 曲 线 . 

如 采 J(P) 又 是 局 部 连通 的 , 则 y = v»! 可 以 连续 延 拓 到 € NA E, 
这 时 ,我 们 可 以 定义 连续 映射 ”: T = 90/ € 5 3K CP) Y G2 = pe), 
称 之 为 Caratheodory "fif. 

现 设 RCP, OF AA 0 的 外 射线 , 取 7Y, : DANK CP) 是 一 条 
简单 闭 曲线 ( 称 为 闭 道路 ) ,使 得 7,(0) € RCP, 0). HOA KP), 
例如 ,可 取 Y, 为 某 条 等 势 曲 线 Y,.G) = Ge 0 2 D. 下 面 的 命题 给 
出 一 种 Caratheodory 带 的 构造 方法 . 

D| 6.4 设 天 (P) 是 连通 的 , 则 

1) 存在 闭 道路 序列 {7,} 满 足 PO E) = Y, (dt), Y,(C E RCP, 
02; 

2) J(P) 是 局 部 连通 的 充 要 条 件 是 (7,) 一 致 收敛 ; 

3) 如 果 J(P) 是 局 部 连通 的 , 则 limy, 是 Carathéodory 带 . 

WAR D ide O0.(02)pGQO)e77?, Wl o: Tod, 002 FA: T e 
T RIESE, H degó = 1, 0600) = 0. 将 0 提升 为 9 : ROR, 满足 
Ó (22-1) — 8 (0 4-1, 8 (00 — 0, X, Y.) = ge Co, (D) © en), 
这 里 p,(1) = TIOR D- 0,0) = E 6 (d^) 的 投影 ,那么 ,容易 验证 mm 
满足 条 件 1). 

2) 的 必要 性 与 3). 容易 验证 , .一 1 和 一 过 在 了 上 一 致 收敛 ， 
Wi X.) (GG) * ehe), 如 果 J(P) 局 部 连通 , 则 y 可 连续 延 柄 到 
ENA E. AW n > oo 时 ,7,(z) 一 致 收敛 到 Yle”™), BD lim, 是 
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Carathéodory 市 . 

2) FES HE: LY — Scu SEI Ys: T 5, BEA LEM 
(I) = rolt), We xg «NA 上 连续 ,只 要 证 明 r。(T) = 9KCP). 由 
Carathéodory 定理 可 知 , J (P) = oK (P) 是 局 部 连通 的 . 现在 ,由 于 e. 
-> ] 一致 收敛 ,对 于 KC(P) 的 任意 邻 域 V, 当 充分 大 时 , ACV, 
因此 7Y,(T) C OK(P). 男 一 方面 ;由 1), POE) 二 7,(di)， 
P YA) 5 YO) Æ d 8l1 889,8 PUT) = Yna T), AE, 
POQUT) = Y(T), 即 7Y。(T) 是 完全 不 变 的 ,由 推论 2.12 知道 ， 
YO) =J(P) = aK(P). iE}. 

下 面 讨论 几何 有 限 多 项 式 的 Julia 集 的 局 部 连通 性 . 由 前 面 所 述 ， 
一 个 多 项 式 ( 有 理 函 数 ) 是 几何 有 限 的 ,如 果 其 临界 轨道 的 闭 包 与 Julia 
集 的 交 是 有 限 集 . 此 时 ,在 Faton 和 集 内 的 临界 轨道 收敛 于 吸引 (包括 超 
吸引 ) 或 有 理 中 性 周期 轨道 ,在 Jolia 集 内 的 临界 轨道 是 有 限 集 , 且 最 终 
落 于 排斥 或 有 理 中 性 周期 轨道 . 

设 已 是 几何 有 限 多 项 式 , 记 4- 为 尸 的 吸引 周期 点 集 ,4。 为 有 理 
中 性 周 期 点 集 , 记 C 是 书 的 有 限 临 界 点 的 轨道 的 并 集 , 将 C 分 解 为 C 
一 C_U CUC,;, 其 中 C_ 和 C6 分 别 是 收敛 于 吸引 周期 轨道 和 有 理 中 
性 周期 轨道 的 临界 轨道 集合 , C. 为 Julia 集 J(P) 上 的 临界 轨道 集合 ， 

Pik K(P) 连 通 , 记 号 2 表示 集合 2 的 内 点 集 . 

引 理 6.5 存在 紧 集 8, 使 得 

DADA, NNA =Ø, DC AN C UC-)= Ø; 

2) JCP) C QU Asa C 0 (nI 0); 

3) P^(0)C AU A; 

4) Qf& tr ; 

5) ON ROP, 0) 是 连通 的 . 

证 明 设 DD 为 KK(P) 的 一 条 等 势 曲 线 所 围 成 的 闭 拓 扑 圆 盘 , 使 得 


Y.C Dn 20). 对 于 a € A. ,选取 拓扑 圆 盘 人. ,使 得 PAD C Ares 
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HACK (P). Bn 74K. tE B= P-*-¢ U A, DC_, M B-C 


K (P). 对 于 a € Ay, RF. HEM 2.9 中 以 a 为 边界 点 的 吸引 花瓣 L, 
HFR, EPEAN C Feo. 由 于 每 个 吸引 到 a 的 临界 点 最 终 将 
沙 在 F. 的 一 个 真子 集 G 内 , 取 mo 充分 大 ,使 得 Bo = Ü PC U G2 
U U F.D Co, M B, CK (P),B, CK (P) UA. 因此 ,集合 = 
D\(B, U B_) 满足 引 理 的 所 有 条 件 . 证 毕 . 

下 面 要 在 U = Ü HENX Riemann 度量 (orbifold 度量 ,参见 第 四 章 
8 2) ,为 此 , 先 在 人 上 定义 分 支 函 数 如 下 :如果 z X Ci, MN vC 9 1. 
对 zEC,, EM v RE vCP(z)) fe deg. P + v(z) 的 倍数 .这 样 ,限制 在 U 
EQ, vy) 是 一 个 Riemann 曲面 orbifold. 由 于 U 是 双 曲 的 ,由 引 理 
4. 3, 存 在 (U， vy) 的 万 有 覆盖 曲面 Ux A, , TH PRAY x : U (U,»), 满 
足 degxr = vin(x)). 记 R, Æ RCP, 00 QU 在 UU 中 的 提升 , 因 deg:P 
。y(z) 是 v(P(z)) 的 因子 , POCU) CU, 则 由 引 理 4. 2, 已 :可 以 提升 
为 0 上 的 单 值 映射 g : OO, 选取 合适 的 分 支 ,使 得 g(R。) C Ro. 

记 w RU EX dl BEEN g 在 w 下 是 严格 收缩 的 ;再 记 w = 
rw, ÆU LSH orbifold 度量 , 则 PP EER ww 下 在 PUTO) EE 
严格 扩张 的 . 

在 局 部 坐标 下 ， w = piCz) [dz | , 那么 , 当 z—=a€C, 时 ， Pi(z) 一 
c. / Ix — a |^ 这 里 c。 是 常数 , B, 一 4 一 ,因此 ,对 任意 可 求 长 曲线 
Y: [0,1] = P^ (0, 7Y 关 于 度量 mm 的 长 度 是 有 限 的 ,但 由 于 AC 
aQ, 因此 还 要 在 Ay 的 邻 域 内 定义 度量 ,使 得 当 Y 连接 A 中 的 点 时 ,长 
度 仍 是 有 限 的 , 且 P 是 严格 扩张 的 . 

对 a € 4, 选取 拓扑 圆 盘 A, 以 及 坐标 变换 “上 = 六 (=z), HIE Ps A, 
一 po) 在 新 坐标 下 具有 形式 : 

tC ACC + blat! 十 …). 
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这 里 ba > 0, gs 是 a 处 花 斩 的 个 数 , AY = 1. RAL RS) BUN A, 
包含 在 a 点 的 由 花瓣 组 成 的 邻 域内 , 且 PU N AD SU f Aras PA) 
N A = Øb € 4 天 Pa)). 由 于 过 站 4 与 吸引 花瓣 不 变 , 因 此 可 
使 1P'(z)| 2 bz EUNA. 

如 果 a € ANC, , WE A, 上 取 度量 o, = p, |dz | = [d£ | 如 果 
a € AMC,» WI o = o GO Ide] = — X A, EAU BER. 8. = 
pig] — I 

via) | 
现 取 M 0, EU UC U A) 上 定义 度量 w= 二 p(z)|dz|, 其 中 


人 z€ UNC U A. Ja 
p(z) =< 


\ inf Tyr. EU Aa € Ap. 
显然 ,w 在 C+ 上 有 奇 点 ,但 在 UNCC,U U aa.) 上 是 光滑 的 . 
引 理 6.6 ”如果 选取 METK M PET =P 上 关于 度量 
c 是 严格 扩张 的 ,因此 ,对 于 任何 非 平凡 可 求 长 曲线 7Y: L01] >,” 
LO! » Y) > LOO. 这 里 1(7) 表 示 Y TEE RE o 下 的 长 度 . 
证 明 对 于 a E AP UND Aw) = Li U Lf, dien C Q [5 


A; L 是 U 内 的 一 个 相对 紧 集 且 与 A 不 相交 . 一 
nf {Bese e E € L'AC. | ,由 于 C4 是 有 限 的 , 当 A 充分 


小 时 ,可 使 LL CjC PCPA), Afi E u$ m 70, RR M 


max((infm,) !, 1). 


at Ap 


下 面 ,我 们 只 要 证 明 对 于 zx E 02 一 A, U PPC) RALA 
Pp(P(z)) |P’'(z)| > plz), (6. 5) 
这 时 有 下 列 四 种 情形 可 能 发 生 : 
(i) p(z) =p (z), Pp(P(z)) = Pp.(P(z)), 由 于 P:P QUU X 
Tow. 是 严格 扩张 的 ,因此 (6.5) 式 成 立 ; 
Gi) p(z) = M * p,(z) S A(z), P(P(z)) = p (Ple), Bi] p GO RII 
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(6.5) 式 目 然 成 立 ; 

Gii) plz) = M+ p(z), p(P(z)) = M * pe CP C2) , 则 由 co, 的 定 

(iv) pelz) = pe, GO, p(P(2) =M * peo P2) , WE z € LINC, 
则 o, (x) <M o, GO, AGDA. DRR; Æ z € LNC, WA M 
的 选取 知 (6.5) 式 亦 成 立 , 证 毕 . 

在 上 述 度 量 下 ,任何 可 求 长 曲线 7: [0,1] o Q' HAB BRBII&RBE o, 
BI LLO) < oo. 

考虑 orbifold 万 有 覆盖 r: U (QU, vy U=A 由 于 人 YCUU 
Ao T RNA) CU, XHEREY : [0,1] = r UPNA), Y (D  9U a 
aU LAG RT O 有 定义 且 是 0 中 紧 集 . 记 w 为 w 在 
r^ GO) Eb] Ex CONC, UC U ADDE, w= a, (w HAE 


双 曲 度量 ). 对 于 任何 可 求 长 曲线 7 : [0, 1] 5 x7 (0(Y (0, D C 
U), E Ll, (X) « oo. 
Wz, y EmA), ENEN: 
d (x, y) = inf {lz (7) |Y :[0, oor) 可 求 长 ， 
Y (0) = zx, 7 (1) = y}, 
则 显然 (7 (Q5, d) 是 完备 的 度量 空间 . 

记 醋 是 = 4 内 的 覆盖 变换 群 , 即 cE rev xeU,z(oix)-— 
mx), Wl) D dE — Â Fuchs # C3] AE A H6 [3 76 380. H D PORE 
r R) EXF d RSH VO CT, z, y Er A), 
d (a(x), o(y)) = d (x, y). 

引 理 6.7 如 果 对 于 非 分 支点 ZTE x1( 人 7), grol) =6°g(z), 
Heo, SET, Wee o=bog XB g 为 P-! 在 U 上 的 提升 . 

证 明 对 任何 非 分 支点 y € x7000, FERRY: [0, 1] 一 
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zm (), YER x Hy fiie ydo, 1D = zr.o. ydo, 1D C NC. 
考虑 道路 re。g。yY 和 re。gsasey 则 r。g。o。7y(0) 一 ro。goc(zr) 一 
Ts。gz) 一 ms) 一 TB8。X0)， 故 上 面 两 条 道路 有 相同 起 点 ， 
BHPenmegeV¥Q)—Pearegear¥(t) =RreaorVt) =x». Yt). Œ 
XT-—tc€lo,1]lg»o*«*Y(0—0*g»YG)), WT LO, 1j 中 的 闭 
&.HocT. 另 一 方面 ,车 ti。 ET, AF reVt) COC, PET: V(t) 
Mb dé Jag ah ST. WU EE to A BSR Vo, EXTER te Von s gio 
o Y) =r o ð o go Y0). AM FEET BH ge oe Y=.. g 
° YG) AET ERRE. a. = 7, — idt EV), T RAR. MAT = 
LO, 1], BN geo =8.° gly). 由 于 8g。c 与 NS。g 是 连续 映射 , 故 g 
o 0 一 和 。g. TE, 

2|18 6.8 存在 单调 增加 函数 hh : A, Ri, He 4s > OR, 
0O« h(s)«s; X s >+ œ kt, s 一 hls) ~+ co, EXE TE Ex, 
yer), 成 立 

d (g(x), gD <h(d (x, y)). 
证 明 ix, € Ry, fi OG =%(0) ERP, OV NU, ix B Y, 


3|38 6. 4 中 定义 的 , 设 Yo 是 以 zo 为 起 点 的 7 的 提升 , x; = 7,6(1), 取 
c € D, Holz) = x, 我 们 证 明 (r^ gooc(r)Qloxj«xd—i)- 
I "(x92 4 存在 f| . | 0， 1] ma (P , 使 得 PQG»)) = Yo(at), 出 


o« j«d — 1]. 


P(n Se} = 9, GO BAP GG» = 人 | 4] 


记 X404) = Y*,GO, Yi Æ x, HRA Vi 的 提升 , 则 7i 是 连接 zo 与 
ozo) 的 道路 ， YQ = er). 由 于 Pere B? vit) 一 如。 Yi) — 
Y Gt) weg? YQ = (0), 所 以 zo。 ge Vt) = a rd 7| 4) " 
rogo YQ) =r. gelr). 对 任意 非 分 支点 x E x (OP) FER z 
与 zo 的 道路 XY' HEY (0, 1D C x7 (Q2 NOD, WM Y, Y 代替 上 
面 的 为 可 得 Poal) = (2gol(z)lox jxd 一 1). 

RF Re (Q0 pH RRE D F= UA = x7 (2), ig 
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F,— U, PFET 中 的 紧 集 ,定义 函数 


h(s) = sup{d (g(x), gly) |z, y € mM), d (a, y) Ss}, 

5j E.A Cs) Fe SR AY A E SE BH A. 

对 于 非 分 支点 xX EF 及 6 ET, 由 于 xXx。g ?6(7) E PG), 
故 存在 7 = jO), RG xe g e Ma) = n og oola). 因此 g。6(z) = 
Je geol), —( € T. 由 引 理 6.7,g。6 一 79。g。0’, 于 是 d (g 
(0G. g* Oly) = d (g ° (a), g ° o (y)). 由 于 g 是 连续 函数 , 则 
得 

h(s) = sup{d (glz), gCyD Ix € F, d (x, y) s). 

MA g 关于 4 是 严格 收缩 的 ,所 以 AG) <s. 

is, Als. 是 任意 两 个 正 数 ,对 任何 zx, y € n7 (0, 满足 d(x， 
y) SLs ts, fle >0, FEW) 中 连接 xz 和 yy 的 道路 7,, 使 得 
loD) Ks +s +e, Wr EY, do. r) Ss + 7 d (z', y) 
« s, + €/2, WS d (g(x), g(y)) x d (la), gG D) + d (glr), 
gly)) x AG, + €/2) + hls, + 2/2). AF h(s) EH IEAM, MAG, 
+ sz) SACs) 十 有 (sz)， 因此 * 一 关 (s) 单 调 增 加 , 且 对 于 任何 s 盖 0 和 整 
Bk, h(ks) <kh(s), EFLA s — ACs) 一 十 co(s 一 十 œ). TER. 

定理 6.6 设 P(z) 是 几何 有 限 多 项 式 ,degP 之 2, 如 果 其 Julia 集 
J(P) 是 连通 的 , 则 J(P) 是 局 部 连通 的 . 

证 明 取 7Y, 如 前 ,Yo([0, 1D CO 是 等 势 曲 线 , 7,(0) € ROP, 
0), 由 引 理 6. 4, TFE Yn THA PO, GO») — Y, (dt), FCD) = Y,C1) c 
R(P, 0), n=0, 1, 2, =, 我 们 要 证 明 {7,) 一 致 收敛 ,. 设 7, 是 7, 在 
T 1(f2 ) 内 的 提升 ,使 得 Y (0) E Ry Baz dt =jts, 则 Yat) = 
ga!» Y.G)YK(0sxs-« 1). 

对 任 两 条 道路 Y, 7 : [0, 1] 一 r C00, 定义 距离 4(7Y, 7) = 
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sup d (Y (D, 7 (0), 那么 , 当 m,n Z2 1. 由 引 理 6. 8, WA d., 


t€ [0, 1] 
Toe NU) e dcr): 

id4— d(7。, YO, RLS, EL- AL) ZI 则 由 归纳 可 得 ,对 
任意 ”成 立 dCY,, Y, « L. 

现 对 任意 m, n, m — n +k, Adn, Y, Sh, Y) « 
A" CL), m (A CL) } AE fs IR]. P REE OE A 的 唯一 不 动 点 0, 故 
(Y, SE HE E 4 下 的 一 致 Cauchy 序列 ,其 投影 {7,) 是 在 度量 d. 下 的 一 
SX Cauchy 序列 . X d, 定义 的 拓扑 与 欧 氏 度量 定义 的 拓扑 是 相同 的 , 故 
0.) 一致 收 剑 , 由 引 理 6.4, JCP) = aK CP) 是 局 部 连通 的 .证 毕 . 

当 天 (已 ) 不 连通 时 ,可 以 考虑 天 ( 己 ) 的 每 个 连通 分 支 的 局 部 连通 
tE. E — AH, SETTE JL STD R AY A E R BA. McMullen (A sc RO) 48 1p 
了 下 面 的 问题 . 

猜想 6. 1 对 于 几何 有 限 有 理 函 数 ,其 Julia 集 的 每 个 连通 分 支 都 
是 局 部 连通 的 . 

最 近 HAG AA K EX; CDS Sc RC D) UE BH T JL (ol RE EE ER C Julia 
集 的 每 个 最 终 周 期 分 支 是 局 部 连通 的 . 而 Julia 和 集 的 游荡 分 支 的 局 部 连 
通 性 仍然 是 一 个 未 解决 问题 . 


$6.4. 二 次 多 项 式 与 Mandelbrot Æ 


本 下 考虑 一 个 特殊 的 多 项 式 族 :二 次 多 项 式 族 . HEF. 
次 多 项 式 有 下 面 的 规范 形式 ， 
Pz) = z +c. 


这 是 一 个 单 参数 族 ,P. 有 唯一 的 有 限 临 界 点 0,c 即 是 临界 值 . 此 时 , 定 
FE 6. 3 的 条 件 是 充分 必要 的 ,我 们 可 以 改 述 如 下 . 
定理 6.7 
D WẸ 0 E KO, 则 J(P,) 是 连通 的 ; 
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2) WME 0 & KCPO, MIP) = KCPO 是 一 个 Cantor Œ. 
定义 6.6 称 集合 
M = (c € «€ |JCP.) 是 连通 的 } 
= (c € Z |P) eo} 


为 Mandelbrot 46. 

Mandelbrot 在 他 的 分 形 几 何 中 作为 一 个 典型 的 分 形 集 介绍 了 
Mandelbrot 集 , 并 揭示 了 MARARARAM AH 4A 6. 4). 容易 
给 出 M 的 一 些 基本 描述 ,如 M 是 关于 实 轴 对 称 的 网 集 ,包含 在 [一 2， 
2] x [一 2, 2 H. BL MN 22 — |- 2, ral 在 Mandelbrot 最 初 给 出 
的 Mandelbrot 集 的 计算 机 图 像 中 看 出 ,M 似乎 由 一 些 “ 孤 岛 " 组 成 ,但 
A. Douady Al J. H. Hubbard 给 出 了 M 的 一 个 相反 的 描述 . 

SüiEidJ.—J(PO.K,—K((QP2,$ — pes he —he. 4cE ME, 
0 € K., Q(z) 可 以 共 形 延 拓 到 NK, ; 而 当 c € EMT, 0 K., X 
p(z) H[ JEJE TER (x € Elh) > AC), 因此 ,olec) 有 定义 ， 
Io (c) | > 1, 

= VEE OD: EAM OP\A, O(c) = Qc). 

定理 6.8 ©: AAM FENA E Riemann 映射 ( 共 形 映射 ). 

证 明 ”首先 证 明 DP EENM 上 解析 . 记 ole, = Qe), 定义 在 
(Cc, 22 € (ENM) X E |R) > hOD) Ez 充分 大 时 ， 


2d. 
Ac, z) = Q(z) = z [| ELE. 
U^ CPS)" 
= :[I[1 + cec» 27. 6.6) 
se \ (Pitz)? 
(ER co € ENM, NeER>1 T lcal» 则 当 |z | RH, | P, (2) | E 
lz}. Beco 的 邻 域 U' ,使 得 当 cE U' 时 ,1 十 |c| < R, USA |z| >R 
时 , 仍 有 |P.(z)| > |z| >R, 于 是 , 当 (c,z) € U' X CENA 时 ， 
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2-27 Si ur 7 


图 6.4 Mandelbrot $ RÈ Riemann RA à 
( 带 有 等 势 曲 线 和 外 射线 ) 


| 
CEP, 
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因此 (6. 6) 式 一 致 收 伍 . ole, z) TEU! X (GENAU. LE Fle, 22 & 28 XI 
于 任意 (c, z) € (Cc, zy CU x V|h. (D > AC), 可 以 通过 公式 ， 


Oc, P*(2)) = ole, 2)” (Pz) € ENAR) (6.7) 


解析 开拓 , 故 eXc, =) 也 为 二 元 全 纯 , 特 别 地 ,@(c) = eG. c) TEU' AR 
Er. 由 于 co ER., i OS EENM 上 解析 . 

由 (6.7) 式 ,对 任意 (Cc, 22 € (ENM) X V WE A OD) > A00), 4 
成 立 (6. 6) 式 ,特别 地 ， 


ec =e] (1+ Gey)” - (6. 8) 
à . ! C Gc) | ! A 
注意 到 当 |c | 充分 大 时 ， Oy < 1 有 界 , 故 一 一 有 界 , 吕 是 一 | 


可 去 奇 点 .又 当 c oo 时 ,(6.8) 式 中 乘积 的 每 一 项 均 趋 向 于 1, 故 
更 (c)/c 一 l(c + œ), 于 是 可 定义 多 (oo) = co H P (co) = 1, 这 样 ， 


Kt @ sf V NM oE I EARI. 

HEI, ZEH P AF) LBS AW. 类 似 地 ,h.(z) 关 于 c 与 xz 连续 ， 
m M = (clh.Cc) = 2h.(0) = 0} 是 闭 集 ,; 当 cc 一 OM AT, h.(c) 一 0, 即 
1B(c)| 一 1, 这样 就 得 到 名 是 到 上 的 ,并 且 , 类 似 于 引 理 2. 2 HERH , D 
FLW RAY AWD: € NM oC NAT ORIS. 最 后 ,证 明 deg = 1. 
这 由 P'o) = co, PB (co) = 1 即 得 ,因此 ,@ 是 共 形 映射 .证 毕 . 

推论 6. 1 Mandelbrot 集 M 是 单 连通 的 . 

id H (M) = {c E MP 有 一 个 (有 限 的 ) 吸 引 或 超 吸 引 周 期 轨道 上 
由 于 每 个 吸引 (或 超 吸引 ) 周 期 轨道 吸引 一 个 临界 点 ,而 P. 仅 有 一 个 有 
限 临界 点 0; 故 c E HM BAS 已 .是 双 曲 的 .反之 , 契 cEM, 且 P. 
是 双 曲 的 , 则 临界 点 0 的 轨道 必 收 剑 于 某 个 吸引 ( 超 吸 引 ) 周 期 轨道 , 故 
c € HM). Bi eR Gg XB] n 态 (M) 是 开 集 , 旷 (M) 的 每 个 分 支 称 为 
M 的 双 曲 分 支 . 

设 W 是 MM 的 一 个 双 曲 分 支 ,对 任意 c CWP. 有 一 个 & 阶 吸引 
( 超 吸 引 ) 周 期 轨道 (alc), +, PP (00000) a Æ c 的 解析 了 沙 数 ,定义 

148 


tn ^y NL JU ort 38 rie 


BRIT Pw? W^ AUS 
py Gc) = CPP (ate)), 


定理 6.9 对 于 M 的 每 个 双 曲 分 支 WW, ew : We A 是 共 形 映射 ， 
因而 ,W 是 单 连通 的 . 


WAR 对 于 任何 jE A, ig) —z: e qu 是 A 到 A 的 
Blaschk 乘积 ,满足 g.(0) = 0, gi (0) = u, degg, = 2. 

ec EW, w= py C2, SUEK 的 含有 临界 点 0 的 分 支 , 则 存 
Tr JOE BRE p: Uo A, ER eo Piep =q PEE, Pi:U UE 
度 为 2 的 映射 ,有 不 动 点 wa(c), 因 此 , 取 9?p 为 过 到 4 的 共 形 映射 ,将 
ac) ARAL 0, 再 复合 一 个 4 上 的 旋转 即 可 . 设 lol <Y<1,4B=4,, 
A, =q; (B), 那么 ,对 于 lel «Y, 容易 验证 BC A 上 且 BES q, 的 临 
FB. 由 Riemann-Hurwitz 公式 可 知 A, 是 单 连通 的 . 

id E =¢'(A,), 对 每 个 HEA, 容易 构造 拟 共 形 映射 内 : E> 
Ans EE E RAR ERA pu o PE S= qu o Gus HL, = 办 连续 依赖 
T s. 

定义 gr EOE MTF EENE Eg, = P. WEE EWE et = 
$., *9,* Pu 现在 在 E EXE MRAM o, = pio XE o Æ A, 上 的 标 
准 复 结构 . 将 o, EME] K. = U POE), EB gio, = 0,, TE ENK, 
LAE X o, = o», 这 样 仍 有 gj 04 一 ax 由 可 测 Riemann 映射 定理 ,存在 
唯一 的 拟 共 形 映射 B, ,使 得 0, 0, = o, 而 且 0, 2, 07 CO RA 
A z + cecu), c) XF u EEZ, cw) =c, 且 对 于 EE A， 
c(Cp) € W, WE py) — p, BE i 9 cao 是 4 上 的 ov 的 某 个 道 
4 xX.r-—0.,0,1:W e A 是 覆盖 映射 ,但 由 于 A 是 单 连 通 的 , 故 o, 
是 W 到 A 上 的 共 形 映射 .证 毕 . 

定义 6.7 对 于 M 的 每 个 双 曲 分 支 WWW, 分 别称 oy (OM ps CDH 
W 的 中 心 和 根 ,又 者 0 是 P. 的 严格 最 终 周期 点 , 则 称 c 为 Misiurewicz 
El. 
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定理 6. 10 

1) M 的 边界 OM 包含 在 Misiurewicz 点 集 的 闭 包 内 ; 

2) 2M 包含 在 双 曲 分 支 的 中 心 点 集 的 闭 包 内 . 

证 明 当 c € gM 时, Pr(c) 09; 当 c E€ ME, | PXCO| AR, 
因此 ,对 任何 c。€ OM RESE U, {PICE U 内 不 正规 . 


D 车 结论 不 成 立 , 则 存在 c。€ 2M| c A | 及 充分 小 单 连通 邻 域 


l 
2 


U ,使 得 + & U, AU 不 含有 Misiurewicz 点 .在 U 内 定义 i — - 
的 两 个 单 值 分 文 , 分 别 记 为 gi (OAM ga CO. dd Ac) = + gie), 


hic) = = + g,(c), hy(c) 一 一 + + eC) | ， 则 在 UU 上 , POF 
hile), hlc), hse), & 

Pi(c)— hic) hl(c) — hyo) 

P*(c) — hye) hele) — hc)’ 

则 H,(c) A 0, 1, oo, 由 Montel zE HA H.(H,}4U EE, AW 
(PECE U. AER, RETAN, i 1) 是 真实 的 . 

2) 若 结论 不 成 立 , 则 存在 co € OM RR PES) NÉ XE 8 403, U ,使 
0&U,id-—ct1EU 内 的 两 个 单 值 分 支 为 gi (COA go Cc WM Pr (e) 天 
0, gic), gs CO, FERRI (Pc) EU 内 正规 . 这 是 矛盾 的 . 

证 毕 . 

定义 6.8 对 06E A/S, HARM, 0) = {c E E\M|argð (e) = 
210) PRA M 的 外 射线 ,而 fc € EAM IBO =r > 1) 称 为 等 势 曲 线 
( 见 图 6. 3). 

5| 理 6.9 KOC 2/Z EEEX, o Æ ROM. 2) 在 3M 上 的 一 个 
聚 点 , 则 已 有 一 个 有 理 中 性 周期 点 或 co 是 Misiurewicz Ñ. 

证 明 设 2 = 元 Zr 一 站 ,与 4 取 尽 可 能 小 ,9 = 270. W RC... 
0) 在 某 个 最 终 周期 点 w 处 可 达 ,R(P。 , 0) 36 8 9I a^, = P! (ao) 处 可 
iK a 是 有 理 中 性 或 排斥 周期 点 . 如 果 ao' 是 有 理 中 性 的 , 则 满足 引 理 要 
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XX. 下 面 假设 % 是 排斥 周期 点 . EH EO 的 邻 域 NCS, 
及 N ERAR w CO ,满足 w Cleo) = ao, H. Pica’ (0) = 9 (o, 
a’ Cc) FE P. 的 排斥 周期 点 .这 时 ,存在 o^ (ec) 的 局 部 线性 化 邻 域 U. RU. 
ESE SESE C, E1 6, ° Pte Gr) = p ez, KE joel >lo 
HEF. 当 N 充分 小 时 ,6. 与 o. 解析 依赖 于 参数 c, 且 局 部 线性 化 邻 域 可 
取 公 共 的 邻 域 U, = U. 

考虑 外 射线 ROP., 0), c EN, 在 {zxz|h.(z) > A.C00) ARO., 
8) 可 表示 为 RCP. 0) = gp (e*t), s > h0), RE X. uio : Ch.0), 
+ o0) — R(P., 8), yw = qi 1C?) (s  A,(0) , 在 h.(0) 处 取 极 
R). FS ES BF PCR... 0») = RCP., 8», 则 可 以 通过 


ds) = Po od o (d*s) ME dy. edP TERI PX dabo BR. 


0), RR PL" Bue POM CROP. 00) — ROP., 0) WAX. FREE 
适当 的 m, 使 得 当 N TERNI Qo xh.(0) EU, c € N. 这 样 


doo TB tee 5) = co (E9529?) 扩充 到 on 上 , B uu (0) 
— limés, o Gs) = 600 = d (c). 该 收敛 关于 c E N 是 一 致 的 .因此 ， 
d.e: R U (0) 9S MAEM c MESH. MAF c€ N 是 解析 的 ， 

W (Crh C ROM, 0), B.C, —> Co n — 09) , Vll] s, = A Cc) — 0n 
— c0) ,J ,0 (25,) = Pe, o Ch, (Pa (cs)) = ge™ |g, CPi C0) D = 
P p CP. (6,))) = Pl (Gc). & n — oo, 得 到 PC) = g, o (0) = 
a (c) = ap. 因为 w € OK. 是 排斥 周期 点 ,所 以 co  Misiurewicz 4. 
ik. 

定理 6.11 ROC 2/z RAHA, MINNA RCM, Ec E aM 
Abaji , A c 是 Misiurewicz 点 或 是 某 双 曲 分 支 的 根 . 

证 明 RCM, 90) 的 诊 点 集 是 连通 的 紧 集 ,由 引 理 6.9 可 知 它 包含 
在 Misiurewicz 点 与 使 P. 具有 有 理 中 性 周期 轨道 的 <c 的 并 集 内 . 而 
Misiurewicz 点 是 方程 Prl = POUS 0, n=0, 1, 2, =) 的 解 ， 
P. 有 有 理 中 性 周期 轨道 的 c 是 方程 组 Pi(z) = z, (PIV (z) = 10 = 
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1, 2, 2 的 解 , 它 们 都 是 可 列 集 , 所 以 ,RCM, 9) 的 聚 点 集 只 能 是 单 尽 
tic), 且 c 或 者 是 Misiurewicz 点 或 者 P. 有 有 理 中 性 周期 轨道 ,后 者 必 
为 某 个 双 曲 分 文 的 根 . HEHE. 

Mandelbrot 集 的 边界 是 一 个 十 分 复杂 的 集合 ,为 一 分 形 . 事实 上 ， 
M. Shishikuras 证 明了 3M AY Hausdorff 维 数 等 于 2, 回 符 了 Man- 
delbrot 提出 的 一 个 问题 . 男 外 ,9M 也 等 于 使 P.J- 不 稳定 的 参数 集合 ， 
P. 结构 不 稳定 的 参数 集合 等 于 3M 与 双 曲 分 支 的 中 心 的 并 集 . 关于 
Mandelbrot 集 还 有 许多 深刻 的 结果 不 能 一 一 介绍 ,也 有 许多 著名 的 狂 
想 和 问题 有 待 解决 ,我们 列 出 几 个 主要 的 如 下 . 

猜想 6.2. 2M 是 局 部 连通 的 . 

猜想 6.3 H(M) =M. 

器 题 6. 1 0M 是 否 有 正 的 平面 Lebesgne 测度 ? 

目前 ,猜想 6.2 已 有 很 大 进展 :除了 aM 上 的 可 列 个 点 外 ,aM 的 任 
一 点 都 有 局 部 连通 的 拓扑 基 , 但 这 可 列 个 点 是 否 有 局 部 连通 的 拓扑 基 
仍 不 清楚 , 且 它 们 在 OM 上 是 稠密 的 . 猜想 6. 3 是 双 曲 性 猜想 的 特殊 情 


形 ,目前 已 证 明 :; HOD N 家 在 | — 2, | 中 是 稠密 的 
$6.5 填充 Julia 和 集 对 参数 的 连续 依赖 性 


“coe MM 时 ( 即 为 /稳定 ),J(P,) 是 连续 依赖 于 参数 cc 的 ,但 当 
c € aM 时 ,J(P,) 一 般 失 去 对 参数 的 连续 依赖 性 ,而 从 计算 机 图 像 上 观 
察 到 ,天 (P.) 似 乎 在 某 种 意义 上 随 参 数 c 连续 变动 ,本 节 讨论 这 个 问 
题 ,我 们 回 到 多 项 式 空 间 Polya. 

定义 6.9 WF ACHIESRTFRERA XTA, BEF, EM 
A fll B 的 Hausdorff 距离 为 | 

du(A, B) = sup(d(z, B), d(A, y)), 

这 里 dO, Od ER Euclid FP E. 

dyCA, B) < e FTF A 包含 在 B 的 6- 邻 域内 而 B 包含 在 4 的 e- 
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邻 域内 ,用 N,(4) = (x € € dx, A) <E) 表示 AB e-39ÀX , duCA, 
B) = 0 意味 着 A=B. BRIEF, dw) 是 完备 的 度量 空间 ,并 且 是 列 
AFF lal EMA ASIC CF 必 有 收敛 的 子 序列 ). 

对 Poly, 用 多 项 式 系数 参数 化 , 则 对 Pee) —z* -aiz^ HH +a, 
Al Q(z) = 2f + biz + ee + ba € Polya, 由 系数 定义 的 距离 || P — 
QI = 2. la; 一 b,| 所 诱导 的 拓扑 等 价 于 Poly; 的 紧 开 拓扑 (一 致 收敛 
拓扑 ). 将 J(P) 与 KK(P) 视 作 Poly, 到 57 的 映射 , 即 

J: P € Poly > J(P) € X, 

我 们 考虑 了 和 天 的 连续 性 . | 

it P, EC Poly, UR S| ay iB US | OR EP UU, Patt Ja dE. Po AED. 
zo € U 是 周期 为 & 的 吸引 周期 点 ,由 隐 函 数 定理 ,存在 Po 的 邻 域 WC 
Polya, 使 得 对 任何 PEW 都 有 吸引 循环 (Up, PU), 已 QUE 
及 周期 为 k 的 吸引 周期 点 zp € Ur, H P >P, 时 ， Ep — Ze. 

引 理 6.10 ik P, € Poly, 有 吸引 或 超 吸引 循环 (U, PU), os 
Pi QU»), 则 对 U AEA TS Ko FETE Po WABI WwW. CW, PE 
W, 时 , K, CU,. 

证 明 对 于 U 内 任何 紧 子 集 K,, 存 在 相对 紧 的 开 子 集 VCU, 使 
得 KK。CV 且 Pi(V) CV, d, = mind Cr, Pi(V)) 2 0. W Po 的 邻 域 


W, CW, ER P € Wo 时 ,supd(P'(z), Pico) <F RE PRD C 
V. 由 Montel 定理 ,YY CC U,, 因此 当 P € W, WY, Ko C Us. WH. 

HF NK OP) 是 PP 的 超 吸 引 不 变 稳定 域 ,因此 有 以 下 推论 . 

推论 6.2 设 Po€ Polya, WXHE e> 0, 存在 Po 的 邻 域 Wo, 使 
(x P € W, 时 , K(P) CNAK(,)). 

引 理 6. 11 设 P。E€ Poly,, 对 任意 € — 0, 存在 Po HBR W, E 
得 对 任意 PE Wo, J (Po) C N.QO)). 
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证 明 任 取 J(P。) 上 的 一 个 排斥 周期 点 2 CES ABR U., BR 
数 定理 , 则 存在 Po 的 令 域 W,, 使 得 对 任意 PE€ W., 有 排斥 周期 点 zp, 
zp >z (P => P). RW. at), WA zr € U AE, JP QU. ze D. 
由 于 排斥 周期 点 在 J CP) EAR, UL |z 为 Po 的 排 不 周期 点 } 成 为 


J (Po) 的 开 和 覆盖, 存在 有 限 多 个 排斥 周期 点 z1，…,z,, 使 UU, D 
JO. & W, — (QW. WH P E W, it, JP) NU, HD, 这 意味 着 


N.J (P)) DUU, DI(Po). iiER. 

定理 6.12 iX P, € Poly,, M) J (P) E P, 处 连续 的 充 要 条 件 是 P, 
没有 抛物 循环 和 Siegel 循环 . 

证 明 ”充分 性 :根据 引 理 6. 11, 已 知 对 任意 s > 0, 4 P 充分 接近 
PP 时, J CP,) CN(J(P))，, 我 们 要 证 J(P) CN(J(P6)). # P, 没有 
抛物 循环 和 Siegel 循环 , 则 Po NAWR 5| TU x8 UR 5| EH. 考虑 
@\N(JI(P,)), 它 只 能 包含 在 Ff(P,) 的 有 限 多 个 分 支 内 ,而 这 些 分 支 
是 P, 的 吸引 ( 超 吸引 ?循环 或 它们 在 有 限 逆 迭代 像 内 ,由 引 理 6. 10 可 
知 , 当 PP 充分 接近 Po 时 , EAN. CJ COD 的 每 个 分 支 包 含 在 客 NKR CP) 
或 天 (P) 的 分 支 内 ,这 说 明了 N.J P.) DJP). 

必要 性 :我 们 要 证 明 当 P. 有 Siegel HRA RIM WAT. J CPO 
P, 不 连续 . € P, A Siegel FEA (U, PU), +, Po 1(U)}, zo。 EU 是 
Siegel 点 , 则 (P3)' (zo) =e", 9 为 无 理 数 . h ERLER CE PE TEE Po 的 
邻 域 Ws, 使 当 P € W, 时 ,存在 zp 全 纯 依赖 于 P, <P， 一 zo H P*(z,) = 
zp, Ai ACP) = (P^) (z,) 是 W。 上 的 全 纯 函 数 , 在 第 五 章 中 已 证 明 
A(p) 不 为 常数 ,因此 ,存在 P; € W,, P; 一 P。，|4(P,)| 1. 这 样 ， 
zp € J(Pi), 但 zp > zo EU, 故 J(P) 在 Po 处 不 连续 . 

如 果 P。 有 抛物 循环 (U, PU), =, Po'U)},2, € dU 是 有 理 
中 性 周期 点 ,不 妨 设 = 二 1, 则 Polo) = z H Plz) = 1,U HELE 
A P, 的 一 个 临界 点 co,i 记 NN = (P © Polyj|P'(c,) = 0}, 5 二 {PE 
N|P 在 NN 中 是 .三 稳定 的 ), 则 三 是 N 中 稠密 开 子 集 , PEC 4= NWE, 
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而 4 是 一 个 完全 集 . 又 记 如 = (P€ N| FEn LS 1, Po) EPH 
排斥 周期 点 }, 则 A。 是 AAEE, 所 以 ,存在 (Pa CAD, 使 
P; 一 Po(i > œ). HF e € JOPD i co & JOPO , RI CP) TE P, 处 不 
连续 . 证 毕 ， 

下 面 讨 论 天 (CP) 的 连续 性 . 

5| 理 6. 12. MR P, € Poly, 有 Siegel 循环 (U, PU), =, 
P$ Q(QU)), WU 内 任何 一 点 z 及 > 的 任何 邻 域 了 CC, 存在 已 , 的 邻 
域 W,,flixs P C W, 时 , KOCDOf(1V z gg. 

证 明 A AIRED, E U 及 其 邻 域 V。CU 和 序列 (PGS 
1) 使 得 已 +P, AK(P)NV,= dg. 

对 任意 8 EU, Wr = (PRO) hs Ti 是 过 的 Jordan 曲线 . 设 
$5; EU, 如 末世; 包含 在 了 八 , 的 有 界 余 分 文 Int) A, WEA ry, < 
Dy. BRR, FEG, S ECU, HA KOPIN EEUN « To « 
Po} = Ø. Kz EU 是 Po 的 Siegel 点 , 则 P; 有 周期 为 & 的 周期 点 z, 
£z, > zy (1 — oo), 

如 果 存 在 序列 {i,} 使 得 z; € JO, 由 于 对 任何 z E E, JCP) CC 
IU €), BUE HE xz* € Int (t) 使 得 Pi GZ) € Ext), 这 里 
Ext) 表示 DL JA X. Re > zi, MW De <M B 
Pt (z* ) Pi(zd), FA. 

如 果 对 所 有 的 i,z; 是 P 的 吸引 ( 超 吸 引 ) 周 期 点 或 Siegel 点 , 记 
U; 是 对 应 的 Fatou 分 支 ,由 于 KCP) (1 (CUI, <<) =Ø, 
U: C Inty), JP) N (6 € U|Pt s DP) A MS, 则 用 上 述 同 样 的 方 
法 导出 矛盾 ,从 而 引 理 得 证 . 证 毕 . 

下 面 讨论 P。 有 抛物 循环 的 情形 . 这 时 我 们 要 用 到 Ecalle 柱 理 论 ， 
它 是 研究 扫 物 周期 点 的 分 义理 论 的 主要 工具 之 一 ,Douady，Hubbard 
和 Lavours 对 此 有 过 深入 的 研究 "中 .这 里 我 们 简单 叙述 一 下 要 用 
到 的 结论 ,它们 都 可 以 在 文献 “J 中 找到 , 为 叙述 简单 ,我 们 假定 Po € 
Poly, 有 有 理 中 性 不 动 点 0, 即 P,(0) = 0, H PO) = 1 = P*(0). 

由 有 理 中 性 不 动 点 的 局 部 模型 ,我 们 有 : 
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存在 对 象 Q,, N, qs RD 满足 下 面 要 求 : 

D 2;. 和 兄 -是 单 连通 区 域 , 0.U R-U (0) 是 0 的 邻 域 ,30.， 
a. 是 Jordan 曲线, PRL CQN+U {0},P,(Q_U (0) DQ_,P TE 
Q.U R-U (0). 上 是 单身 ,Pi 在 ;一 致 收敛 于 0(n > 99); 

2)  : Dom(Q) =E 解析 ,满足 


Hw + 1) = P,» qw), 


p 的 定义 域 Dom (a) AF Q = {w € E x/3 < arg(w +) < 52/3) 
和 {w|Imw| > 9}, XE 6, 7, > 0 充分 大 , AQ.) — 0 Bae EQ, 
上 是 单 射 ; 
3) D, : B= (z|P5() — 0} OS RT EX e c B, 
OQ,» Pilz) = PB,(z) +1, 


P 在 QC B EMH, © (0,) 包含 (we €|Rew-7').7' > 0 FEF 
大 . 

对 任何 紧 集 A CQ Mee ©, FEEN EA AN- 
cC{wlRew>7} CR), E =D lA CAHN —c), 那么 ， 
p- T, ° BE) = AAA) + N) = P(A), XET e) =z 4 c. 

1d 

B = {P € Poly,|PC) = 0, P' (0) 
— exp(2zi + a(P)), a(P) + 0, larga(P)| < Ep 


WRP € 多 充分 接近 Po M P ABTA OS cO, 24 P — P, 
Af, oCP) =— 2m-+a(P)(1 + 001)), aCP) > 0. 

对 Po, 考 虑 P。 的 大 轨道 等 价 关系 一 WE QR 02_ 内 分 别 有 基 
AS pes So M S o So 和 Ss 的 边界 由 两 条 两 端 均 连 接 0 的 解析 曲线 组 
成 ,一 条 映 成 另 一 条 ,将 两 条 边界 曲线 粘 合 , 则 得 到 一 两 问 无 穷 的 拓扑 
圆柱 Cr 和 Cr , 即 C = Q, / ~p s Co 29 0. /~p, 称 为 Ecallée 柱 .对 
P € 多 充分 接近 P,, 则 仍 有 基本 区 域 S$ 5 Sp ,这 时 ,它们 的 两 条 边 
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界 曲线 均 连 接 原点 O 与 cCP)( 图 6. 5). 


图 6.5 Ecalle 圆柱 (阴影 部 分 为 其 基本 区 域 ) 


5| 理 6.13 i W, P,€ Poly, 的 令 域 , P, € Wo N 多 ,使 得 当 
n 一 co 轩 P, > P, H 1/a(P,)mod L —— c, 那么 存在 ,使 得 当 n 一 
co 时 ,Pm 在 8 上 局 部 一 致 收敛 于 %。T.。@,. 

证 明 参 见 文献 S, 

5|28 6.14 WMR P, E Poly. 有 一 个 抛物 循环 , 则 KK(P) 在 P, 处 不 

证 明 RP 如 上 ,存在 具有 非 空 内 点 的 紧 集 4 C C\KE,) 
HACAO.,WE-—d;(q«'(A)9-N—coOCO,CK(QG, Ez Ø. 对 
任何 > 0, 取 P, 满足 引 理 6.13 的 条 件 , 则 由 引 理 6. 10 nf Ag, 24 n 75 
分 大 时 , NAP6(4)) C VNKCP, 但 由 引 理 6. 13 可 知 , 存在.， 
PBLOE)— p ° T. ° BCE) = PICA), 因此 PHE) C NAPA) CC 
@\K(P,) (n 充分 大 ). FEEC EKCE,), 这 就 证 明了 天 (PP) 在 P, 
不 连续 . WERE. 

定理 6.13 UE P, € Polya, W KCPO1E P, 处 连续 的 充分 必要 条 件 
是 Po 没有 抛物 循环 . 

证 明 根据 引 理 6. 14, 只 要 证 明 当 Po 没有 抛物 循环 时 ,KK (P) 在 
P, 处 连续 . ERT, È K (Po) = Ø, MJP) = KO, 由 推论 6.2 和 


引 理 6. 11, 即 得 : 若 天 (Po) 关 Ø, 则 天 (Po) 仅 有 吸引 ( 超 吸 引 ) 循 环 或 
Siegel 循环 . 但 由 引 理 6. 10 一 6. 12 可 知 ,对 任何 z € K(P,) RH eS 
域 V,, 存 在 P. ARR W.B ($34 P € W gt, K(P) fY V. z o. 但 
K(P,) 是 紧 集 , 因 此 ,存在 有 限 个 V. 覆盖 KCPo , 故 存在 Po 的 邻 域 W, 
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C Poly,, 使 得 当 PEW 时 , KC.) CN.(K(P)). 结合 推论 6. 2, B] 
得 K(P) 在 P. 连续 .证 毕 . 

由 此 可 见 , 在 Mandelbrot 集 上 ,除了 双 曲 分 支 的 根 以 外 ,天 . 关于 
参数 < 连续 ,而 双 曲 分 支 的 根 只 有 可 列 多 个 点 


866 高 次 多 项 式 的 动力 学 


对 于 高 次 多 项 式 P E Polys, d Z3. 有 不 止 一 个 临界 点 ,其 动力 系 
统 比 二 次 多 项 式 复 杂 得 多 . Branner 和 Hubbard 对 三 次 多 项 式 有 很 深 
刻 的 研究 ,他 们 的 研究 要 用 到 非常 复杂 的 技巧 .但 对 于 下 面 形 式 的 多 项 
x Pa,.(z) = z! + cld 之 2), 仅 有 一 个 临界 点 0, 这 时 ,同样 可 以 定义 
Mandelbrot 集 ， 


M, = (c € € |J CP,, ) 是 连通 的 }， 


3 Hl 5 KETA TE B IRI 7r 1E n] UE: FERRE ©, : 
€NM, — *NA, Ex Ma 也 是 单 连 通 的 , 且 对 Ma 的 双 曲 分 支 W, 乘 子 
pa: W 5 Ad&é d—1 层 分 支 覆 盖 , 仅 有 一 个 分 支点 为 殉 的 中 心 . 另外 下 
列 事实 也 容易 验证 :Mi 关于 实 轴 对 称 , 且 


ic € «||c| &:d-zZi(1—d^0) C M, C (c € V||c| < 2753); 


4d 是 偶数 时 , Mi N Z= [一 273, d z3( —47]i 

4d 是 奇数 时 , Mi N 4 -[—4 330 —4d,4d3ü 一 
d ')]| HBXTHSLTE 

34 d — oo 时 ,在 Hausdorff 距离 下 , M, > A. 

下 面 讨论 Pa, .的 Julia 集 , 对 固定 的 c, 有 下 述 引 理 ， 

引 理 6.15 对 任何 e 盖 0, 存在 do,; 当 4d 之 do 时 ,J (Ps,.)C1{zE€ 
Elle «1-4. 车 |c| 关 1; 则 J(Ps,. c iz € *1lzl1-—e;. 

证 明 xA ER). 0, 存在 do, 使 得 当 4d SdH, (1 d 67 一 
lc] Sl +e, 因此 当 |z| 放 1 十 Ee 时 , |P2,GO| 0 1276 n 0, 因此， 
(Pi, Œ (z € «|[z| 22 1-- e) 中 正规 , JOP4,0 C ( € V|Iz| x 
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lt+e}. XU lel — 120-060 1 Bf FE d, N4 d do tf, (1 — €)" 
«$B[(1- 2| 22 $56 mg lel 之 1 一 ,那么 |P;..(z)| > 
1+ $00, TRJOOC (€ Flle] 21— 6) HH le] = 1 
一 6 二 1 时 ,存在 do, 则 当 4d 之 do 时 ， a-e*«$ H [1 — 2| «3$ 
如 果 |z| c 1— e W PR <1 $0 0, ARR JC) C 
(z € F| |z| >1—e}. ur. 

定理 6.14 对 任何 固定 的 c，jcl A 1, 在 Hausdorff 距离 下 ， 
JG, — S! = aA(d > oo), 

证 明 引 理 6.15 JE BH 3HE e > 0, 24 d 充分 大 时 , J (Py,.,) C 
€ E|- es iz| <1 +e), RABE 24 d 充分 大 时 , SC 
NO CP4,.0, 如 若 不 然 , 则 存在 ES! 及 其 邻 域 UV。 和 序列 {d,}(n > 
D, 使 得 JCPs..) NU = (d, > co) ,我们 用 对 数 容量 来 证 明 . 记 
Cap(E) 表 示 紧 集 EE 的 对 数 容量 , 则 对 首 一 多 项 式 P, Cap(J(P)) =], 
而 CapCA) = 1. 车 记 V ,= 二 A\UV6, 则 Cap(Vo) 达 1. 记 V .= (z€ F| |z| 
<1+¢«)WU), 利用 容量 的 单调 连续 性 , Cap(V.) — Cap(V (e 0), 
因此 当 e 充分 小 时 , Cap V) <1, 但 当 ? 充 分 大 时 , J Pa CVA 
1 = Cap(J (Py,.)) < Cap.) < 1, 这 是 矛盾 的 . 这 就 说 明了 S CC 
N.J (Pa, ). 证 毕 . 

下 面 考 虑 lel = 1 且 c = e^, 0 — p/q 是 有 理 数 的 情形 ,这 里 
(p,q)— 1, A= {n0 modlln— 1,2, =} Er = B/S 上 的 有 限 点 
*. 

对 于 某 个 dn {(Pz.(0)) ,> C S! , 则 必须 


(da — 0)ymod] = + Bk (dO — $node = £, 


34 (df — 0)mod] = > 时 ,可 分 为 


| | 或 
8 十 二 | 一 gjmodl = 1, 可 4 二 二 | 一 9]jmodl = 2. 


直接 验证 可 知 ,后 者 是 不 可 能 的 . 对 于 (40 — g)modl = 2, 进行 同样 
的 讨论 我 们 得 到 ;要 使 {P35..(0)} CCS! (n Z2 D, Age 


id= bined: = i, (dil. Pimi = 2 ， 

I suy I 
alazi|l-emon-l, alo, 5) dan h2 
(a0 4 5|- 9| modi = 1, COs >) — 8| modi = 2. 


此 时 ,我 们 有 
0— Py,.(0) = c — P$..(0) > P3 ,(0) = P} .(0), 


因此 , 0 € J(P.,.). 上 面 只 用 到 C2, (000) C S! 1,2, 3). 
wO — (0€ 2/ 之 | 对 c = e, 存在 4 2 2, 使 得 (Pi. 0} CC 
5 (n = 1)}. 

EH 6.15 c= e, 0 E 2/7 at, JPa.) S! (d — o9) 的 
充分 必要 条 件 是 9 & O. 

证 明 HOE 8, 则 存在 do, 使 {P;,.(0)} C S! (n2 0). g= È : 
(P. q) — 1, $ d, = d, + 6g, W) (P2,.00)) C S'(a2 D, TRO € 
JCP4,,,JCP4,, 2c. 25:0 & 6, 则 对 所 有 的 d，, {P35,.(0)} S (n2 
D. 记 n(d) 是 第 一 个 使 得 P.O & S! B3 n, Bl] 2 «: n(d) <4 
UP "(0)}(d 22 Æ S LHARTR, Mit A’ = {Ps (0)}(ad 2 
2) EARR. Ke > 0 HAP EA’ N esll x 1-46) — 2. 
由 于 当 4 充分 大 时 , Pz,.({|z| <1 — €}) 是 Pi5,.(0) 的 充分 小 邻 域 
Cl xu Sn(d)), WH |IPX?(00|21B.PX?((d4z|1-—6Dcílz| 
> 1 +e}; 3$ |PHOC)| Lat, PHO C{ |z|-<1 —e)) C YE «1— 

€). 因此 , 当 d 充分 大 时 , (Ph eo 在 {|z| << 1 — €) 上 正规 . 由 引 理 
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6. 15, 5 sz X6. 14 同 样 证 明 得 J (Pu, 一 S (d — eo). WERE. 

我 们 可 以 对 © 作 如 下 具体 描述 . 

定理 6.16 0— E 8 的 充 要 条 件 为 下 列 四 种 情形 之 一 成 立 : 

1) p = 3p' 十 1, q = 3(6k" + 5); 

2)p = 3p' + 2, q = 306K’ + 1); 

3) p= 3p’ + 1, g = 36k + 1); 

4) p= 3p' + 2, q = 3(6R’ + 5). 

XH op Al RIS Cp. 9) = 1 的 任意 非 负 整数 ， 

证 明 留 给 读者 . 

WOE ORM Xtc =e", 有 无 限 多 个 4 使 P.C) = P2,.€0)s 3d 
D, = (d € N |P}, (0) = P3,.00), c = e"), 则 Ds 与 人 Do 都 是 无 
穷 集 . 

定理 6.17 WẸ 0E O, W4de YD Hdt om, JCP...) 
—> S!'; 4 d € D; H d+ of, J (Pa) > AC =e). 

证 明 ”与 定理 6.15 同样 证 明 , 当 d € ND, Hd >+ off, 
J(P，) -> S8, X j& d € Do, 此 时 J(Ps,,) 是 局 部 连通 的 . 义 0 E 
J Pa. 2, 选取 za € J (Pa. e) 使 得 za] Z 1 (h Capd (Pa, 2 = 1 FA, 
zs 必 存 在 ). 取 7 dE E J (Pu 0 P 3E dO 5 za 的 道路 ,由 于 
FJA CIP), Be Y,CJ(OP4 20, 850,1, 2, 5, d — 1, 


因此 ,对 任意 s > 0, 存在 d。 > =, EH d c D Hd 2d, AC 
N.(J(P,.,)). 由 引 理 6. 15 可 知 , 当 &E D; Hdt oht, JOa) > 
A. 证 毕 ， 

一 个 自然 的 问题 是 : 当 0 是 无 理 数 时 ,应 怎样 刻画 J CP, RR 

对 于 一 般 的 高 次 多 项 式 , 由 于 其 复杂 性 ,我 们 在 这 儿 仅 叙述 一 下 有 
关 的 结论 . 

定义 6.10 集合 

@, = (P € Poly,|JCP) EE: 


| 


PRA Poly, AY 338 UF Cconnectness locus). 

€. B] A Mandelbrot #4 M. 5 M — f£, Branner-Hubbard- 
Lavours ™ 证 明了 下 面 的 定理 ， 

定理 6.18 "^ €, 是 Poly, 中 单 连通 的 紧 集 (d 2). 

PXE, EAE 24 —3 维 球面 $2 :包含 在 E 内 , 则 S777 Br Gg 
a FE PS ERATE Ca 内 ,因而 Ea 是 腔 状 的 (cell like). 

对 于 三 次 多 项 式 ,Branner 和 Hubbard 还 描述 了 Julia 集 的 拓扑 : 
三 次 多 项 式 P 有 两 个 临界 点 Ci» Cos EE Ci ES] C? 15 XEVNKGP) A, a 
J (PP) 是 一 个 Cantor $; 4 6, c, € KCP) J (PEI 4c, 与 cy 之 
—TEVNK (PIA, APE KCPOPSET A FENER. 

定理 6.197 P € Poly, ERRAR A asco a € KO», 
c; € @\K CP), lll JCP) Cantor 和 集 的 充 要 条 件 是 ci 在 天 (PP) 的 游荡 
4] XC Pj. 

问题 6.2 描述 度 大 于 3 的 多 项 式 的 Julia BMH Cantor 集 的 条 
件 是 什么 ? 
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第 七 章 ” 类 多 项 式 与 拟 共 形 手术 


$7.1 类 多 项 式 及 其 基本 动力 学 性 质 


在 多 项 式 动 力学 中 ,多 项 式 己 在 其 填充 Julia 集 天 ( 忆 ) 的 邻 域内 的 
扩张 性 起 到 了 关键 作用 . Douady 和 Hubbard 引进 了 类 和 多项式 映射 ,将 
其 推广 到 一 般 的 解析 分 支 履 盖 , 得 到 了 与 多 项 式 类 似 的 结论 . 由 于 类 多 
项 式 的 一 般 性 ,类 多 项 式 理论 在 复 解 析 动 力 系统 的 研究 中 已 发 挥 了 非 
常 重要 的 作用 ， 

定义 7.1 iE U'5U j& rp 53S JEFAS.U' CU,MR f :U' o 
U ERX d E) 8E AT AY oD Sc PR Gt ABR) MIRU, U's DERN d 
的 类 多 项 式 . 

在 定义 域 清 楚 的 情况 下 ,就 称 f :U' 5 U BRAHAM. 

例 7.1 设 P 是 多 项 式 , 取 R 充分 大 ,使 得 U = {z € S||z|<R) 
包含 P 的 所 有 有 限 临 界 值 , 则 UV' =P (QU)d3exdiB U' cu, m 
(U, U' , PP) 是 类 和 多项式. 

例 7.2 if f(z) = cosz — 2, W U' = (z € ||Rez| < 2, 
lInz| < 3}, U = fU’), WU' CU, B /:3U' =U 是 度 为 2 的 分 支 

mU, U, DÆERXJ 2 的 类 多 项 式 . 

例 7.3 度 为 4 的 类 多 项 式 的 微小 扰动 是 度 为 d 的 类 多 项 式 . 设 
了 :U' 一 U 是 度 为 4 的 类 多 项 式 ,f 有 d 一 1 个 临界 点 ， w, rs ms 
( 计 重 数 ) € U', N60, fie dQU' , EU), WU & ( € €|d(, 
CU) >} 包含 U' 的 分 支 ; 如 果 e 充分 小 ,使 U, 包含 所 有 临界 值 
fean), fC), +, fla), WAE agU oS 是 全 纯 函 数 , 且 使 
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|g(z) 一 f(z)| 二 el(Y z € UD, Wa U = g (Uo 是 单 连 通 的 且 
g * Us >U, 是 度 为 d 的 类 多 项 式 . 
定义 7.2 ib/:U' oU 是 度 为 d 的 类 和 多项式, 记 


K(f) = (1f "Q7, 


等 价 地 
K(f) = {z € U'| 对 任何 n € LY, f(z) € U'), 


WK ABU ARR. K UORRONS SWAR Julia 8,700 = OAKS) 称 
为 f 的 Julia BB. 

下 面 的 几 个 性 质 都 是 多 项 式 动力 学 中 的 结果 ,它们 对 类 多 项 式 仍 
然 成 立 , 证 明 方 法 与 多 项 式 完 全 相同 . 

定理 7.1 K(f) 与 J(f) 都 是 -完全 不 变 的 ,K(/) 与 K(f) 的 每 
个 分 支 都 是 单 连通 的 ,{ 户 ) 在 任何 zEKK(f) 处 是 正规 的 . 

定理 7.2 K(/) 的 每 个 分 支 是 最 终 周 期 的 ,每 个 周期 循环 是 吸引 
Vi FAM SH DAA Siegel 盘 之 一 ,每 个 吸引 、 超 吸引 循环 和 
抛物 循环 内 至 少 含有 一 个 f 的 临界 点 . 

定理 7.3 天 ( 门 是 连通 的 充 要 条 件 为 了 的 所 有 临界 点 都 在 天 ( 门 
中 ,如 果 天 (中 没有 的 临界 点 , 则 KK( 让 是 Cantor &. 

定理 7.4 下 面 两 个 条 件 等 价 : 

D KK( 由 中 每 个 临界 点 轨道 都 趋同 于 吸引 或 超 吸 引 周 期 点 ; 

2) 存在 JC 由 的 邻 域 上 的 双 曲 度量 和 常数 二 1, 使 得 对 任何 z E 
J) 及 z 处 任何 切 向 量 1 € TL, 成 立 


| ALE | x BR Me. 


如 果 上 述 条 件 之 一 成 立 , 则 称 了 为 双 曲 的 . 
定义 7.3 设 1/:C oU ffl g : V' ^V 是 具有 相同 度 的 类 多 项 
Th WSR ATE KRPE K HRR FERI 9, 使 得 在 K CS) 
的 邻 域 内 满足 eso f= go. WRK SAM g 拓扑 等 价 , 记 为 fg; 如 果 
2 是 拟 共 形 的 , 则 称 了 和 8& 拟 共 形 等 价 , 记 为 ~ag 如 二 9 是 共 形 的 ， 
则 称 f M g 共 形 等 价 , 记 为 了 一 cg; WMR fa 且 可 选取 ,使 得 在 
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KESE — o, WHS 和 g 混合 等 价 , 记 为 1 ues 并 且 下 列 关系 成 
M: 
f aug ug Ef ~ topi. 
EX 7.4 设 f:U CUM eg: V 一 了 是 类 多 项 式 ,而 且 开 (和 
K(g) 是 连通 的 ,如 果 存 在 单 连通 区 域 U,,U', Vis V, IEI 
K(f) CU, CU, CU, 
Km cvi vv, 
J U) =, g VD = Vi, 
以 及 共 形 映射 
p: UNKU 5 VKG), 
使 得 在 Ui\K(f) 上 ,P f — g e.p, Wes f fl ec 是 外 等 价 的 , 记 为 


J ^ud 


我 们 还 要 将 外 等 价 的 概念 推广 到 K(f) 不 连通 的 情况 . 
37.2 整理 定理 


下 面 我 们 对 每 个 度 为 d 的 类 多 项 式 f 构造 一 个 度 为 d 的 实 解析 
映射 hy : S' +> S51, 且 hj 除了 一 个 旋转 共 示 外 是 唯一 的 , 称 hy 为 的 
外 映射 ， 

HTA KOED a; 的 构造 ,这 种 情况 比较 简单 ,便于 理 
解 . 

i K Cf) E38 a EUKO BI Wa = (z|1 < |z| < R} 上 的 共 形 
映射 ,使 得 当 z aK f, lalo) | 一 1, iW’, = aQU'NKCAÉ, 


hom acf ia Wo Wu, Xdieiz o— ERF S! 的 反射 , 记 

W =r WW), W =r WA WW —W,UW US',d8W'-we'u 

WwW J V m 那么 由 Schwartz 反射 原理 ,站 可 以 延 拓 为 解析 映射 h:W' 
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OW. Sh, — h|s, 由 于 a 除了 一 旋转 外 是 唯一 的 ,因此 hy 除 一 旋转 
3t 88 FH E H Ay 还 是 严格 扩张 的 . PXE Ub n: W ^W J& W 8 
JAAS, ATF h: W OW RE3c^A) xCÓS OSSA MRA WS] W" F 
W 的 单 值 映射 有 ,这样 hog WER Fk A8 B3 dl RE S (Poincare 度 
BO. AULA EZES CW 上 严格 扩张 , 即 hy 严格 扩张 . 

对 一 般 情形 ,天 ( 亡 不 一 定 连通 ,我 们 先 构 造 Riemann 曲面 Tj 及 
EFFET, CT, 以 及 全 纯 上 映射 F: T, T; 

设 工 CU 是 包含 f UN 和 了 的 所 有 临界 点 的 单 连通 紧 子 集 ， 
X, = UNL 是 二 连通 的 , 令 m : X, 一 X 是 覆盖 映射 , degm = d", n = 
1, 2» ***, B[ 34 X o 共 形 等 价 于 圆 环 A, = (z|1 <= | z | <r} 时 ,X.,, BUS 
共 形 等 价 于 A, = {z|1 二 lzel <r”), m, HBF m. : AL As, 
x',(z) =z". 这 样 ,每 个 X, 是 二 连通 的 , 且 若 X。 有 共 形 模 logr,X. 有 
共 形 模 坟 logr, 定 义 覆 盖 映 射 p. Xu 一 Xnr 使 得 。 ms M 
degp, = d. 

WHET n, Mp f: U'NL 5S UNCL) CUNL BAY f, :z; QU'NL) 
C X, = müLONFG2) C Xni 使 得 下 图 中 的 交换 成 立 , 即 在 
n. (UND) C X, ER fon, = nnp e Ja 计算 f, REG f, 是 单 射 . 


T COQUE) fa Aui 


ls fee 


U'NL we DE 
对 每 个 n, 通过 了 , 将 X, HOW 部 分 与 和 的 
7. CUNAC) 部 分 粘 合 , 粘 合 关系 为 z 与 faa) AR. 我 们 把 这 个 粘 
XE rf. cE ms Q'NDCX,. Brig LX, 是 (X32, 的 


不 交 并 ,那么 可 定义 Riemann 曲面 T,— UX,/~, T',-— ALX./ ~, X 
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HT an ° Pa = Anpas Matı of, = fo ty, AH, 0 Pn? Sn = Magy of, = f 
: m = f oA, ° Pa-1 — m,» Jno Pris 选取 合适 的 提升 ,有 pb, Sf, =f, 


° Pris e c TN eem Fix) 这 意味 着 Pn- CT) ~ Pay). 因此 ,映射 序列 
o, READS SEIS T' ;— T, 的 解析 映射 Fj : T'o— T, ( 见 图 7.1). 


H] 7.1 Riemann 曲面 Tj 的 构造 


HE Te Th 均 为 二 连通 区 域 , 且 由 环 域 共 形 模 的 加 法 法 则 ( 参 
SCAR?) TEC BESTE BE log R <logr D) j. at Ty oW, = 


(z|1« |z| < R$ 是 共 形 映射 , 则 与 kK( 让 连通 时 情形 一 样 ( 用 下 代替 
有 ,可 构造 实 解析 扩张 映射 hy: S! S. 

Trp，TY 与 Fj 不 依赖 于 工 的 选取 ,因此 ,除了 一 旋转 共 e 外 ,hy 是 
唯一 的 . 当 KCÉSXEXEET , 7, = J", 0,— f, T, ~ UIK, BE X. 5 BI 
面相 同 ,外 映射 Ay 已 定义 好 . 
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iU, CU 是 单 连通 子 集 ,使 得 Ui = UDEA f£ BIER la 
点 , 记 万 :0 — U 是 类 多 项 式 f:U = UEU 上 的 限制 , 则 
广 : U', 5 U ES f ROB fü n] E] REB 2S EE XX. 同样 构造 AT, 
T, ER hy a? Ty o W, ESE WP = wea, ls 是 hj 与 h; 加 
B SE f pr SE Be [3] A. 

Af:U'oUflg:V'VJj&ER-RAHIRIBEBIZS A TMA, hs Mh, 是 
它们 的 外 映射 ,如 果 天 (与 天 (8) 是 连通 的 , 则 用 上 述 方法 容易 证 明 f 
与 g 外 等 价 当 且 仅 当 Ar 和 A ERT SHEE. DS JG, TE — RE TROE GI 
wee X. 7.5. 

定义 7.5 设 1:U oU 5Bg:V' e VERA ARARSIN 
式 , 如 果 它 们 的 外 映射 hj he PERT HEE UK 与 g 是 外 等 价 
HJ. 

命题 7.1 设 卫 :7 一 是 度 为 d 的 类 多 项 式 , 则 了 共 形 等 价 于 
一 个 多 项 式 当 且 仅 当 了 外 等 价 于 zz. 

证 明 如 果 f 共 形 等 价 于 多 项 式 P,P 已 在 co 的 邻 域内 共 形 共 斩 于 
P, : z= zl, 选取 充分 大 的 了 和 工 CV' =P 'V), RAP S PHAR 
MEIER pE UNM 上 有 定义 ) 可 以 诱导 P 的 Riemann 曲面 Te 到 
Po 的 Riemann 曲面 Tp 的 共 形 映射 ©, HIN E De Fp = Fr, ° © (在 此 
情形 Fr = PO. AP Bz xt BOSH. TU £F B REIF P 
的 , 故 Sz 一 外 等 价 . 

男 一 方面 , 设 /:U' oU 是 类 多 项 式 , Fj THO Tj, MRSA 
P, : zc 是 外 等 价 的 ,那么 hj 与 z*|s: 在 S' ERR AE 
Tj 的 开 子 集 Ti( 当 充分 大 时 ,Ti O X, ) 及 共 形 映射 9: T; =W, = 
Vi\A GX HV, BSP AH BIR), BET. = FFT.) 上 成 立 
g- Fr= Po* op, 

F,: T, >T; ÆR Ad 的 覆盖 上 映射, 如果 ac : T, T, eT) = 
之 的 生成 元 , co : = 一 e3z, 那么 当 充分 大 时 ,在 X, EMV Goo =, 
o p, 因此 ,如 果 9? 在 X. 上 有 定义 , 则 可 通过 eC = PuCPp。FrCz)) 将 
p EME X。, 上 ,这 样 可 以 延 拓 为 解析 单 射 o: T, 9 V NA, 使 得 在 
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T', ERE Pe Fy = Poe. 

现 将 U 5 € NX) 3831 ol x 粘 合 ,得 到 Riemann 曲面 S. RA S 
是 单 连 通 的 紧 Riemann 曲面 ,由 单 值 化 定理 可 知 ,$ 共 形 等 价 于 名, 记 
D: S HE EERS, Doo) = oo, EXS ER g: SoSH: 
g lv m. Eldan = Po. 由 于 在 Xo ELEXA Go f= Pp ^9 nj N 
义 是 合理 的 , 且 g AREIS. 4 P — og SMP: CHS RENT 
BR St, AP (o) = OO, 因此 P 是 多 项 式 ,®@|w 定 义 了 ff 与 P 的 共 形 等 
价 . 证 毕 . 

命题 7.2 设 f:U' 5 U 是 类 多 项 式 ,h :S' o S! 是 实 解析 扩张 
映射 , deg/ = degh = d, 那么 ,存在 类 多 项 式 g:V' eV, ERS Sg 
混合 等 价 ,而 且 g 以 为 外 等 价 类 , 即 g 的 外 函数 A, SHRI T. h. 

证 明 设 A4ACU 是 具有 C! 边界 的 紧 单 连通 域 , KOCA, A 
EF AH A’ = 广 1(4) BERF A, A’ TA, WQ = AMA'. 

将 疡 解析 延 拓 为 映射 关 : V' V, AXE V'A V ES ECPHS 
EV! Fa) MEFE R >14 B= (2/1 < |z| SR} CV, B= 
h^ (B) AREF B H B' CB, WQ, = B\B'. 

Hy Æ 3A PIB ERR ERK C! fir IR] BR AF / :9A' 23A 
5 h:3B' = 3B ed BEE REFER V, : 9 A' 59 B', fg 
Po ° f=he V, (VA 是 Po 的 提升 ). 定义 yg : Q; 一 Q, 是 微分 同 胚 ,使 得 
P| aa = de, "AP = d. 

TE Q; 上 定义 复 结 构 0, 一 多 0$, Oo 是 Q EBJ*RTE M 2644 xt mi TE 
A 上 定义 复 结 构 o 如 下: 

MUT 在 f/f"(QN\9A') E; 
Oo 1r KCf) E. 


由 于 f "(QNA ) 是 互 不 相交 的 , 且 f 是 解析 的 ,因此 fio =o, 其 复 
结构 与 o 的 复 结构 相同 . 由 可 测 Riemann 映射 定理 ,存在 拟 共 形 映 射 
六 A o 4, 使 得 ac = ' a. 
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Sg=o°feog':(°A') HAM go, =o, g 是 解析 的 且 是 度 
^ d 的 类 多 项 式 , 日 因 在 KCf) Eg Fyn = dps 故 ot: f 5g 间 的 混合 共 
Sg S. 

wWP=Yog'! : X, = «(AYNXA') =Q, 则 由 中 "oo = 6), DEB 
Pr 8&7. 和 前 面 类 似 , 可 以 通过 BCr) = A o (Bo FILI GO) &EfR A 0: T, 
B BRE Sra HR. HE Oe F, = ho 6, 因此 he LRP IEPEF A. EHE. 

对 于 两 个 具有 连通 填充 Julia S88 8525 d rm zx, PE EMF Julia 
集 外 部 是 解析 的 ,混合 等 价 在 填充 Julia 集 内 部 是 解析 . 下 面 我 们 给 出 
一 个 拓扑 条 件 ,使 得 两 个 类 和 多项式 混 合 等 价 和 外 等 价 蕴 含 了 共 形 等 价 . 

设 Q 是 与 定向 圆周 具有 相同 伦 型 的 平面 集合 , S: QRAM: RQ 
 Q 分别 为 映射 度 是 & 和 1 的 局 部 同 胚 , 且 满足 we。 三 = fa, RIE 
X. La, T] E Z/(d— 1) 如 下 : 

i QERQ 的 万 有 覆盖 ,了 :人 一 @ 和 w :QoQ^A45i& f 5 a 
提升 , = : Qo Q 是 基本 群 x,(Q) 的 生成 元 所 确定 的 自 同 构 , 那 么 ,存在 
整数 i ,使 得 f: a= Do Qe T, 于 是 可 定义 la, f | = 一 imod (d — 1) € 
/(d 一 1), 定义 与 提升 的 选取 无 关 . 事实 上 ,由 于 az。r = r。a， 
foer=of, Are FREES, i RBM, MA ce afte a, 
Je Qr» a) =+ o (ro a)» F, lit imod(d—DBRANHREE RK 
0 三 1 二 d 一 1，, 称 Ld, J] = i EHR XX. 

对 相关 数 稍 作 推广 , 设 Q 与 Q 均 与 定向 圆周 有 相同 伦 型 , Q' CC 
Q f Q5 C Q,, BE EE PRES. iS QO, ge: Q 
Q: 是 映射 度 为 4 的 映射 , 9, 9 : Q,  Q, 是 映射 度 为 1 OOS B E 
op=p- f, Mge. -g= gy. f, WATENE di fs gj 如下: 

Bo. $y， 地 ，g 分 别 是 在 万 有 空间 上 的 提升 , 则 


p° f=r。g° 9,) 


"T f= r a g ° Jj, 
171 


KB; 是 整数 ,那么 相关 数 Lp, p; J, ge] =j — imodid— 1) € 
Z/(d — 1). 

同样 ,定义 与 提升 无关 ,如 =Q, H e dé Is] Re, M Les ;í.gi— 
ig tog; fJ. 

PEI ft U HUM ge: V VV 是 两 个 类 和 多项式, 具有 相同 的 
Ed>1, K(f) 与 KR(g) 是 连通 的 , v: U, — V, 是 与 g 间 的 混合 等 
ffr, g : U,NKCfÉ) FX V,\K Cg) 是 E E 间 的 外 等 价 ( 其 中 ,Ul， U, 和 
Vis Vi 分 别 是 KC-S K (2) M48), E XII GO : U 9 V, 如 下 : 

p=” fg U,NK Cf) E; 
9, 在 天 (六 L. 

命题 7.3 WW /:U'oUflüg:V' 5VJIEBAd- 18925 Z WX, 
K $A K ORO B, p: U, OV, AY? UAK 9^ V,NKGO 分 别 
是 与 g 间 的 混合 等 价 和 外 等 价 , 如 果 [p, y; f，gj」==0, 则 上 面 定义 
WOES Se 间 的 全 纯 等 价 . 

证 明 首先 证 明 © PM. 

4a-—d'»9o, 我 们 要 求 当 接近 KOO, a 趋向 于 id. 设 w= 
oz)|dz| 是 U\K(f) 上 的 双 曲 度量 ,d。 是 对 应 的 距离 ,d 是 欧 氏 距离 ， 
那么 ,存在 常数 M ,使 得 p(z) > M/d(z, K(f)). 

设 FE SUNKO SUKO) 在 UN\K(f) 的 万 有 覆盖 空间 上 的 
提升 , 则 了 是 一 一 的 , 记 h =F, A XEHERE w 下 是 收缩 的 ,这 里 of 
UNK OWA A #2 [8] ERA XXCHE RE E. 

MU, Æ KRR, C = U/ QD, 则 U3\K(f) = 
USC). 再 取 C 是 U\K(f) 的 万 有 覆盖 空间 中 的 紧 集 ,使 其 投影 为 
C ,那么 U UR (C (C) 的 投影 为 USO), 是 天 ( 门 在 LANR( 广 中 的 


邻 域 , 记 六 = sup dz(a (z), 1) <œ, 这 里 a 是 a 的 提升 . 


由 于 [e, bi f,g]=0, 则 9。 了 =To。g° p, pe f=re-geg, 
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故 as f= Jo a, 也 即 a 与 可 交换 ,又 rt 是 等 距 变 换 , 故 对 任意 zx E 
C, Hb x3 x 在 C 中 提升 , 则 
dz(a (h'(?(r)), h'G(x))) = dalh Ca (T(z))), hiCri(r))) 
« dz(a (rT(r)), T(z)) 
= dz (Ca (x)), P (x)) 
= da(a (x), x) «im « oo. 
如 果 d, KO) <E, e PA) WHEE x € CRI LI 0 & j, 使 得 
h'C(x)) = y Cy 是 y 在 C 中 提升 ), 因 此 
dz(aly), y) = da(a (y), y) 
= dz (a (h((x))), h'G(x))) S m « oo. 


由 引 理 1.5.24 y> 3K) 时 , d(aly), y) 0, 因此 a 一 id. 于 是 ,我 
们 证 明了 $ 是 连续 的 . 将 9g 与 yy 对 换 ,同样 可 以 证 明 OEE. A 
Jt, e Æ [n] f. 

其 次 ,证明 © 是 解析 的 . 

CAS X [B] e o EMEEN, EUN NKU b, = y REESE 
KC E, Oz y. BRR O — o, WHE KCÓ ETA 0d u= Rec — 
p), v = Im(Ó 一 o, RBA K (0 E.3.u; Ayu, ay 9,7 JLF 


处 处 为 零 , 这 里 只 对 HEH. 7, : RESTE WEY > 
时 ,有 (rz) =2— +, 当 工 < 一 全 时 ,7(z) 一 工 十 二 ; 当 一 元 < 妇 xz< 
= ts PCr) = 0, 而 在 其 余地 方 办 (x) <1, 那么 ,序列 zx = 0. JE 


Sobolev 空间 H'(U;) Ef Cauchy Fra, Wer xx, 但 在 天 (六 的 邻 域 
N, Un — 0, du, —O, 因此 ,在 玉 ( 六 上 几乎 处 处 成 立 着 du = 0. Xf v [5] 
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PETRER: EKOE, 20 = 0, BIE K CO Eli SE = 22 — o, 


而 在 UaA\K(/) 上 ,有 2 = SE 二 0, 故 多 是 解析 的 .证 毕 . 


如 果 degf = 2, 那么 相关 数 一 定 为 0, 故 此 时 更 为 共 形 等 价 是 无 
条 件 的 . 

推论 7.1 设 P 和 QQ 是 两 个 度 为 2 的 多 项 式 ,K(P) 与 K(Q) 是 连 
通 的 ,如 果 它 们 是 混合 等 价 的 ,那么 它们 是 仿 射 共 罗 的 . 

证 明 此 时 存在 儿 \K(f) EMA AAKE) TENA II ETE BRL 
Pe HI qo, FE 4 XE V NK CÉY)BIENK GO LDR P o P = G2" AR 
o P = (@)*, W Y=! » v» 是 外 等 价 ,因此 ,命题 7.3 PHS: V 
@2 PBOMRVER WAY EAE. 证 毕 ， 

现在 我 们 可 以 证 明 下 面 的 整理 定理 . 

定理 7. 5( 整 理 定理 ) 

D 每 个 度 为 d 的 类 多 项 式 f:U' OUBRGSWNF-TEA AH 
BMAX P; 

2) 如 果 KK( 四 是 连通 的 且 d = 2, M PRT —/ D; 813c OPE 
一 的 . 
证 明 1) BAB ee? 的 外 映射 , 则 由 命题 7.2, 存 在 类 多 项 式 
g:V' ^V, ES 5 g 是 混合 等 价 的 , 且 g Sz x 是 外 等 价 的 , 又 
由 命题 7. 1, 存 在 度 为 4 的 多 项 式 P 5 g 是 全 纯 等 价 的 ,因此 ff 与 P 
是 混合 等 价 的 . 

2) 如 果 有 两 个 多 项 式 P 和 QQ 混合 等 价 于 ,K(f) 是 连通 的 , 则 PP 
$n Q 是 温 合 等 价 的 , 且 KPA K(Q) BEIM. 由 推论 7.1, 即 得 PP 和 
Q ei HEH. 

证 毕 . 

下 面 是 类 多 项 式 理论 的 一 个 应 用 , 设 M 是 Mandelbrot 集 . 

定理 7.6 Bco € 4,06 EIM, 如 果 二 次 多 项 式 P e) = 2’ 
+o MP2 = z? 十 c; WHEE. Mo = cs. 

证 明 设 g 是 Pi 与 P; 间 的 拟 共 形 共 轿 , 存 在 安 上 复 结构 o, 使 得 
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P'o = 0, BA Pro = o. 定义 新 的 复 结构 o 如 下 ; 


a! ui f KCP,) E; 
09; HE@\K(P,) E, 


BAA Pro! —o. 设 o 对 应 的 复 伸张 为 jp, 则 = 上 pl 二 1 日 在 
@\K(PDE, nm 0. 

对 任意 上 E Ans REX po tu, 由 可 测 Riemann BRAY ee ,存在 唯 
一 的 拟 共 形 映射 及 : SHS, 1E 6,00 = 0, O(z)/z>l(z>oo), 
H D 解析 依赖 于 参数 上 E A. 

D, P, * 6, (2) 是 一 个 二 次 多 项 式 , 具 有 形式 zd ue), 这 里 
ui A, oS 是 解析 的 ,由 于 (0) =c, € 3M, Mut) EM( 因 天 (Pi) 
连通 ) , 故 u(z) 只 能 是 常数 ,特别 地 w(1) = 6. PG o O7 EP, SP, 
[HIE TEE EDT. 由 推论 7.1, Pi 与 P, 是 仿 射 共 轿 的 ,只 能 有 ci — c 证 
HE, 

在 类 多 项 式 理论 中 ,引进 了 这 样 一 种 技巧 ;对 一 个 (或 几 个 ) 已 知 的 
解析 分 支 覆 盖 作 适当 的 裁剪 和 粘 合 得 到 一 个 新 的 拓扑 的 分 支 覆 盖 , 如 
来 它 拟 共 形 共 罗 于 某 个 解析 的 分 支 窗 盖 , 那 么 我 们 可 得 到 新 的 有 理沙 
数 或 多 项 式 , 且 它们 具有 我 们 所 需要 的 动力 学 性 质 ,这 种 技巧 称 为 拟 共 
形 手 术 . 整理 定理 使 得 我 们 对 多 项 式 作 拟 共 形 手术 是 可 能 的 . 


$7.3. ”有理 函数 的 拟 共 形 手术 


对 于 度 为 d 且 4 之 2 的 有 理沙 数 ,由 Sullivan 最 终 周期 性 定理 和 
分 类 定理 ,我 们 知道 ,有 理 函 数 的 每 个 Fatou 分 支 是 最 终 周期 的 , 且 每 
个 Fatou 分 支 的 周期 循环 是 吸引 的 、 超 吸引 的 、 抛 物 的 或 是 Siegel 盘 、 
Herman 环 . Sullivan 还 猜测 ,Fatou 分 支 的 周期 循环 的 个 数 不 超 过 2d 
—2. M. Shishikura 利用 对 有 理 芳 数 进行 拟 共 形 手术 的 方法 ,对 Sulli- 
van 猜测 以 肯定 的 回答 ,并 构造 了 具有 Herman 环 的 有 理 函 数 . 本 节 介 
#3 Shishikura 对 有 理 哨 数 的 拟 共 形 手 术 . 

一 个 图 数 称 为 拟 正 则 的, 如果 它 是 一 个 解析 苑 数 和 一 个 拟 共 形 映 
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射 的 复合 ,Shishikura 证 明了 下 述 拟 共 形 手术 引 理 . 

引 理 7.1 设 g: oE ER LOUEUR MEFE E 
不 相交 的 开 集 {EE,} 和 拟 共 形 映射 和 和: E ECE G — 1, 2, 7. m) 
及 整数 N > 0, 满足 下 列 条 件 : 

1) gE)CE,E= UE; 

2) $o g ogr TEE! = ACE ERI Ble = d 

3) © Ww" OD ELE AB SE = o, 


那么 存在 拟 共 形 映射 p: COS, HE og oC ERAR, H 
p: dc dE E! EROR EN Ug "GO 上 几乎 处 处 成 立 人 多 一 0. 

证 明 在 如 上 定义 复 结构 o MF Ro 是 标准 复 结构 ,在 已 上 定 
Mo=$'o, ADTA, EE ERZ g o= o, Hat eo HH, 
将 0 MBI Ug UD E, ME gE) E, o = (o. 而 在 EN 


Ug" (D EEX o = o. 由 3) 可知, 在 整个 名 上 成 立 go 一 和 HY 
是 K,- 拟 共 形 的 ,g 是 及:- 拟 正则 的 . 那么 仍 由 3) 可 知 ,c 相对 于 m 具有 
有 界 的 最 大 伸缩 商 K =K KT , 即 若是 “的 复 伸张 , 则 Lu = 入 一 


E 由 可 测 Riemann 映射 定理 知道 ,存在 天 - 拟 共 形 映 射 ?使 得 
p'o = o, 因此 , pe 9 EE LR ME REE ARM AA 
所 要 求 的 性 质 . 证 毕 . 

现在 设 f dH PBIRXX.deg/ = d 2 2, Wl Mindetts rico Miro cene 4} 
别 是 中 性 周期 轨道 .有理 中 性 周期 轨道 .无 理 中 性 周期 轨道 .和 Cremer 
点 周期 轨道 的 个 数 ,i nas» ness nsofll nng 分 别 是 Fatou 分 支 的 吸引 和 
超 吸 引 循环 .抛物 循环 ,Siegel 盘 循 环 和 Herman 环 循 环 的 个 数 . 

定理 7.7 对 任何 有 理 函 数 f, degf = 4 2 2, Wl 


Nap + "pp + flcremer + Msp + 272HR S< 2d — 2. 
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证 明 我 们 在 这 里 仅 对 f 没有 Herman 环 循环 的 情况 给 出 证 明 ， 
当 f BA Herman 环 循 环 时 ,证 明 比 较 复 杂 , 请 参看 文献 . 

设 {a;} 是 无 理 中 性 周期 点 全 体 ,{B;} 是 有 理 中 性 周期 点 、 吸 引 ( 超 吸 
引 ) 周 期 点 全 体 ,不妨 假设 {a;} 和 1{B;}) 在 宪 内 且 / (000 = a, NE h ER 
为 的 多 项 式 并 满足 h(a) = 0, hla) =— 1, AD = 0, A’ CB) = 0. 

id p(x) 是 光滑 函数 ,使 得 当 0 三 xX 志 1 时 , PCa) = 1; 4x Som, 
olx) = 0. 当 E 充 分 小 时 ,定义 五 ,(z) =z + e" hGopeCz|D, M) H. Æ 
MEERI, A 4 e > OW, H. id. EMEKI g= fe Hag 
FEV. = {|z| ze 的 余 集 即 在 {|z| 二 '} 上 是 解析 的 , 当 *e 充分 小 
时 , {a@} 和 (8B;} 落 在 {|z| <e) A, a E g 的 吸引 ( 超 吸 引 ) 周 期 点 ， 
{B;} 是 g. 的 有 理 中 性 周期 点 和 吸引 ( 超 吸 引 ) 周 期 点 . 由 于 a 是 了 的 无 
理 中 性 周期 点 ( 设 周 期 为 p), CE Siegel 点 或 Cremer 点 ,因此 存在 0 
的 邻 域 上 的 共 形 映射 o. EB YOO) =a, POO) — 10141047 e f? 
: (2) —Àz + 0(2), A= (f^ Ca). EX EL = HUE] c e) f 
E, = E! U gE) Ue U et (ED), my ° g? e glz) = AzCX1 — ©)? 
+ Ocez)), 则 当 充分 小 时 , gt (CE D) CE’, 因此 , gE) C E.. 

a5 elz| 2, W [EGO] = |z|; I 1x el|z| <2, M | E.G) | 
之 |e] — 2# |z |* > |z| Q — 26, 因此 , 当 zE Vi, 1g GO — | SE 


ns < Me. Xt 9 JY RH Koebe 偏差 定理 ,E', 包含 一 个 以 a APD LY 


Le ye 808 LR Re 充分 小 ,使 Me < Len, WA gV.) C E'. 


利用 引 理 7. 1, 则 存在 拟 共 形 映射 p E p. g 9 ^ — f. PARA, 
(pla) } FE fe FR S| GER SD FARR» {9(Bi)}) 是 六 的 有 理 中 性 周期 点 
或 吸引 ( 超 吸引 ) 周 期 点 , deg./, = degg. = deg/ = d. 由 于 每 个 有 理 中 
性 周期 点 或 吸引 ( 超 吸 引 ) 循 环 包 含 至 少 一 个 临界 点 , 邦 nas C + 
nps(f) + n C) S nasl) + nrs J) S 2d — 2. Tj ni = ncese + "sp; 
于 是 定理 得 证 . 证 毕 . 

上 面 定理 事实 上 还 证 明了 下 述 推论 (比较 定理 2. 18). 

fie 7.2 非 排斥 周期 轨道 的 个 数 x 2d — 2. 
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推论 7.3 nus € d — l. 

事实 上 ,Shishikura 还 证 明了 nur Sd — 2, HUE , Z A M BS IUDAS 
存在 Herman Xf. 利用 拟 共 形 手 术 的 技巧 ,Shishikura 还 证 明了 下 面 的 
结论 . 

定理 7.8 WW mas. mes» msp» Mcremer， MHRA d 是 满足 mas 十 
mpg +Msp + Mermer 十 2 mg S 2d — 2 Al Myr Sd — 2 HAE Th HER, Il 
TE A FB IR Y OS, degf =d, f f na) = mass nes CJ) = mss, 
nspCf) = Msp» Ncremer CJ ) = IMCremer 和 nya Cf) = Myr. 

利用 拟 共 形 手 术 方 法 ,还 可 以 从 Siegel 盘 构 造 Herman 环 , 现 简单 
介绍 构造 方法 如 下 : 若 上 有 一 个 不 变 的 Siegel 盘 , 以 Siegel 盘 的 一 条 不 
变 曲线 为 边界 ,在 Siegel 盘 内 挖 去 一 个 拓扑 圆 D MES ND 的 一 个 拷贝 ， 
这 两 者 以 不 变 曲线 对 应 粘 合 ,得 到 一 个 拓扑 球面 S ,对 应 地 在 S 上 也 有 
Hf SRA KMS FOSSE F BOULE FT AB 
图 数 , 它 拥有 一 个 Herman Xf. 由 此 ,可 以 证 明和 定理 7. 9. 

定理 7.9 设 9 是 无 理 数 , 则 下 面 两 个 条 件 等 价 : 

D 存在 有 理 函 数 具 有 以 0 为 旋转 数 的 Herman 环 ; 

2) 存在 有 理 函 数 具 有 以 0 为 旋转 数 的 Siegel d. 


$7.4 多 项 式 的 耦合 


多 项 式 的 耦合 是 用 多 项 式 来 构造 有 理 基 数 的 一 种 拓扑 手术 , 它 是 
建立 在 Thurston 理论 上 的 ,利用 它 我 们 可 以 通过 多 项 式 的 动力 学 性 质 
KT RHR SH BRUCH] 23 7] ^£ TE FR. 为 此 ,我 们 首先 简要 介绍 
Thurston 的 理论 ,其 中 心 结 果 是 Thurston 定理 . 

HF: S > S RAF ASN mC 是 下 的 分 文 点 集 ,如 
R Pr = UFO) 是 有 限 集 , 称 严 是 临界 有 限 的 分 支 覆盖 

对 于 临界 有 限 分 支 覆 盖 下 : S: o S, 可 以 定义 最 小 的 分 支 函数 

V :5 e LJ (oo), 
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> = ET = 


F 
: 
| 


[i (8 vl sap, = 1, 4 x € Pe Hd v(x) FE vCy) © deg, F MRDARR. 
XE y € FG), deg,F Æ F E y 的 局 部 映射 度 . SFR Gn wey oes 
zs 是 一 个 循环 (周期 轨道 ), 则 vz) = v) 二 … = 二 v(x,), 且 当 这 个 
循环 含有 临界 点 时 ，v(zi) = v(x.) 一 … 一 zs) = 9o. OK, (S*, WE 
义 了 一 个 关于 下 的 分 支点 的 orbifold. 同 前 面 一 样 ,(S?, DAA HH 
的 ,如 果 它 的 Euler RIE: 

] 


^ yr) 


X5,» 一 2 一 ME! 
rcP 


F 


|«o 


SE X. 7. 6CThurston 等 价 ) i F M GES aS? rali A ERA 
* Wi: .degF = degG — d, fk F fll G (Thurston 意义 下 ) 等 价 的 ,如 
RFE S A S ER] Ht OA O EIOP = 0 CP) = Po, 8 810 T8 
对 于 Pr EARE., MAPA PRM BI oF = GB, 


F 
= (S*, Pr) 


CS*, Pr) 
Jo le 
G 
(5, Pg) Cs"; Po) 


称 简单 闭 曲线 YC SAP: 是 非 边 缘 的 ,如 果 SNY 的 每 个 分 文 至 少 
含有 Pr 中 的 两 点 ; 称 曲线 族 卫 = Ui, T EE. Ya? 是 多 重 曲 线 , 如 果 每 
个 7 是非 边缘 的 , 且 在 SAP: 内 两 两 不 同 伦 . XIF T, E XHK IE 


Fr xs (Fu axa 
如 下 WRF OKRADA AREF o f;-0;RF'O) 
的 分 支 34,65，…， OOH TA Fy = D zs RP d, = degF |a, , 


如 果 对 于 多 重 曲线 一 m Us, y, TUS dj Y.) 中 的 每 个 Vis Fi) 的 
每 个 分 支 都 是 非 边 缘 的 且 同 伦 于 本 中 的 一 条 曲线 , 则 称 芽 是 下 不 变 
的 . 

1982 4E, Thurston 证 明 下 述 定 理 . 
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定理 7.10 (Thurston 定理 ) BF: SoS Rl 8 BR BJ 49 IA 
ma» (S°, v) FE XX HY AY orbifold, N) F 5E ft TAA A% (Thurston 意义 
下 7) 的 充 要 条 件 是 不 存在 -不 变 的 多 重 曲 线 丁 ,使 得 4 (Fr) m1. 这 
E ACF MEERE Fr 的 最 大 特征 值 . 

证 明 参 见 文献 PNT 

一 般 说 来 ,Thurston 定理 中 的 条 件 很 难 验 证 ,1986 年 Levy 在 其 
博士 论文 中 对 二 次 分 支 覆 盖 给 出 了 一 个 简单 的 判 据 ， 

定义 7.7 RF:S 吓人 是 度 为 d 的 分 支 覆盖 ,一 个 多 重 曲 线 


^ 


P= {is Y, t. Y 称 为 是 一 个 Levy 循环 ,如 果 每 个 (7;) 包 含 一 
Sa x 8; E S'NPe AREF 310% — Y, 9, H degFl, — 1. XB 
阵 FR = Pine AER Semai <S) MUR Sa mI. 

9|28 7.2. WR 天 -不 变 多 重 曲线 卫 = 2 GA Levy 循 
SR, WM ACEr) È 1. 


证 明 ir PEA Levy 循环 a a Ae Ni 


Fr ..] 


Fr = | x el 


故 ACFr) = max(A(Fm$), ACFA)). 
fr £e JS B RREPA PR BR FRB A = (G0. A B= 

(bi axne WFR a; 25,250, i, j= 1, 2, c, n, WM ACA) Z ACD). 
IFE (n — s) X (n — s) Æ E 


Wa 26; 2 o0, 因此 ACF$) > A(C) = 1, ACF) > 1. 证 毕 . 
XT EA 2 的 临界 有 限 分 支 覆盖 ,下 面 的 定理 给 出 了 Thurston RF 
的 简单 判别 . 
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定理 7.11 X F 是 度 为 2 PADS PEU DR 2 x a WE 天 -不 变 
LAHAT Wig A CFL 之 1 的 充 要 条 件 是 下 有 Levy 循环 . 

注 Shishikura MiB BOA] A= MK BUSH ABA AE T S 到 S? 
ENS Kins AR MI 已 ,使 得 下 REE APD) 之 1 的 不 变 多 重 曲 
2X D,[H D RA Levy 循环 ,这 说 明 ,Levy 定理 对 于 度 大 于 2 的 分 支 覆 
an A X, M. 

Fim MB RG. 

设 上 和 8& dEBEOS d AIA m ASDXIKCO Kg) Bie. 
而 且 是 局 部 连通 的 ,由 Carathéodory 定理 ， 


Py: & NA ~» NK, py o f o pelz) — — 


和 Py € NA —* NK (g), d; °g oe gpz) =z" 


可 以 延 拓 到 边界 34 上 ,它们 的 Carathéodory 带 为 Y0) = p (e™) 和 
Y,() = 9, C70. RAK NS KGDUJPXY,00 5 Y,C—- OR og, 
(3 3lgim X = K(f) U K(g)/Y;@) —?Y,C—D. id F=f bgt XX 
是 由 ff 和 &g 诱导 的 映射 , 即 Flxp=f,， Fleo=e- 

定义 7.8 如 果 关 同 肛 于 球面 5S:, F: X= X Thurston 等 价 于 一 
个 有 理 函 数 , 称 / A g ERT RRS. 

iX W, 是 Mandelbrot 集 的 中 心 分 支 , 即 W, 是 包含 0 的 双 曲 分 支 2 
id Z- (c€ MIP. GO —z' +c 是 临界 有 限 的 } ,如 果 c CD, 而 c= 二 0, DU 
P, 与 P. 是 可 耦合 的 ,而 且 P. UL P. 等 价 于 Pe. 

1982 Æ Douady 和 Hubbard 证 明 : c,c' € DM, mR c Ad| BE 
MW. B93t88 ^ 3c 8, Wi] P. 与 Po 是 不 可 斐 合 的 ,同时 猜测 :如 果 c< 和 ' 
不 在 MNW, f) 3k Sg ^ 3c 8, WPA Po 是 可 耦合 的 . 这 个 问题 经 过 
Rees MESES J RA RE WEH. 

定理 7.12 Ke, EZ, Wi] P. 5; P^ REKER Mc 
不 在 MNW, SERED 3c HE 

定理 7.12 HEART. ATHA ASERRE. 
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BNE BAR alana) Is 


在 以 上 各 章 中 ,我 们 研究 了 有 理 函 数 的 动力 学 性 质 , 即 复 球面 多 的 
解析 上 自 映 射 的 动力 学 性 质 . 这 一 章 我 们 介绍 复 平 面 客 的 解析 目 上 映射 的 
动力 学 性 质 , 即 整 函 数 的 动力 学 性 质 . 整 函 数 和 迭代 理论 的 研究 开始 于 
1926 年 P. Fatou 的 工作 . 后 来 ,直到 80 FRIEZE I. N. Baker 继 
续 了 这 方面 的 研究 . 80 年 代 以 来 , 随 着 有 理沙 数 动力 系统 理论 的 深入 
研究 , 整 函数 的 迭代 动力 学 理论 迅速 吸引 了 许多 人 的 研究 兴趣 . 近年 来 
出 现 了 许多 深刻 的 研究 成 果 , 研 究 方法 也 变 得 丰富 多 彩 . 本 章 将 介绍 整 
函数 送 代 的 基本 性 质 ,Fatou 集 和 Julia 集 的 基本 结构 ,游荡 域 的 存在 
性 、 有 限 型 整 函 数 的 动力 学 性 质 以 及 近年 来 受到 厂 沁 人 研究 的 阴 数 族 e 
的 动力 学 性 质 . 本 章 最 后 一 节 还 将 简要 介绍 近年 来 开始 研究 的 亚 纯 消 
T B xk fA. 


$8.1. 整 函数 动力 学 的 基本 人 性质 


设 f(z) 为 委 上 的 整 函 数 , 即 儿 到 它 的 解析 自 映射 . RHE fh nk 
ERICA fO — 0, 1, 2,…), 完全 同 有 理 溺 数 一 样 ,我 们 按 f BGB 
的 性 态 可 把 复 平 面 儿 分 为 两 个 集合 :Fatou E FOM Julia RI. € 
DES FIPBRAAEW. HAFO FRE JS NAMB, =F) U 
J(f). 

整 函 数 的 Julia BAN Fatou RB TT A PES [o] 38 PR CEA PE JR — 5X 
比如 ,Julia 集 是 一 个 完全 集 等 . 我 们 从 逐个 考察 有 理 函 数 的 Julia 集 的 
基本 性 质 的 证 明 可 见 ,Julia 集 的 非 空 性 和 Julia 集 为 排斥 周期 点 的 财 
包 这 两 个 性 质 在 证 法 上 不 能 简单 移植 到 超越 整 函数 的 情况 ,而 其 他 基 
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本 性 质 大 都 可 以 连同 证 法 移植 过 来 ,这 里 不 再 一 一 详 述 . 

定理 8.1 iU AERE IRA MUJO AS. 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 介绍 一 个 引 理 . 设 /(z) 有 只 级 数 表示 
f(z) = MezOz| «o, BT SES LBM. BER r > 0, n— 


n=f 


oo ft, |e l — 0, 从 而 lelro = 0, 1, 2, 0 中 有 一 个 达到 最 大 , 称 
为 极 大 项 ;者 同时 有 许多 项 达到 最 大 值 , 则 把 最 后 一 项 称 为 极 大 项 . 极 
大 项 所 对 应 的 指标 称 为 f 的 中 心 指 标 . 以 下 记 中 心 指标 为 N(r), 易 
RL N(r) 一 co(r — œ). id 


Mír) = max | f (z)| (r — 05. 


8 38 g. 1°79 设 /(z) 为 超越 整 函 数 , a 二 ， EKA |z| =r EX 
一 点 wr) jee Mir) = |f(w(r))|, mR 


Iz — w(r)| <r(N(r))™, (8. 1) 
Wi 


| x 


Nir) 
fGwG)) +e), (8. 2) 
wir) 


f(z) = 


这 里 e== elr, z), H4 roht, e 关于 z 一 致 趋 于 0, 至 多 除去 -~ 的 一 
个 例外 集合 EE, EE 仅 依 赖 于 和 a, 且 的 对 数 测度 有 穷 , 即 


Ink = | P eru 
lE £ 


下 面 我 们 来 证 明定 理 8.1. 首先 定义 
I(f) = iz € € |f (z) > o(n 00)}, 
5 3t] HX WEBS] ICD £ S HEMO) z 名， 即 可 完成 定理 8.1 的 
WEAR. 首先 证 明 ICD AS. 
考虑 引 理 8. 1,36 r, > 2 Hr & E, FHF r 充分 大 ,使 得 
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Mr) > 4r, r 2r; 


|log(1 +aH|<1l,r2n,r§E, (8. 3) 
InCE (| Eee coy) <1; (8. 4) 
N Gri) > 104. 


为 简便 计 , 把 引 理 8. 1 中 的 w《ri) 记 为 wi, 考 虑 区 域 . 
C', = {z E€ @| |log|z/w,|| « 5/N(r,), largz/wil << 5/NG3)). 
由 于 上 映射 
z +> N(r,) (logz — logw,) + logf (w) 
把 C', 单 叶 映射 为 如 下 方形 区 域 : 
(£— & + in| |f — log|f(w,) || < 5, 1» — argf (wi) | < 5}, 


Hy (8. DA, (8. DAKR Rouché 定理 可 证 明 ; 存 在 区 域 C» CC, ER X 
log f Cz) #8 C, 单 叶 映射 为 如 下 方形 区 域 . 


Q = {| |E — log|fGo)D l| <4, |7 — argf (w) | < 4}, 
从 而 C 8948 SCODRA m FR.: 
A, = {zle *Miri) < |z| < eMe )}. 
又 由 (8. 4) 式 ,我 们 可 见 存 在 r; GEE 
MG) «rn, < 2M(r). 


同样 记 wr,) = We, 继续 可 见 

| [log | z /vw; | |< 5/N(r2), largz/w;| < 5/NG;)) 
含 子 环 域 A; 内 . 

继续 上 述 构 造 步骤 ,我 们 可 以 得 到 一 串 区 域 : 


C541 m f (C) ' C; DO a 
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及 三 ' 的 一 个 分 支 , 使 得 
天 
记 SOW SB j GRR, Bi = SC), ROA 
Bay Bg ls 2,5, 
故 
NB # Ø. 


BR (1B, C ICD. ATIN 天 Ø. 
再 证 明 ENO z- SO. 事实 上 ,只 要 证 明 ^ GOTETEAISI s BI nf. 
如 在 不 然 , 则 了 和 三 均 不 存在 不 动 点 , 故 


I fíz)—z 
ffe» 一 


HEKK, EA BU 0 和 1, 由 Picard 定理 ,F(z) 必 为 常数 , 记 为 c， 
FEL c 40,1, 从 而 
c(f cfi — z) = f) z, 


F(z) 


两 边 求 导 得 
FGoOXMcFCOf(G) —1]29c—1-z0, 


所 以 整 函数 RUA 0 0 和 一 ,由 Picard 定理 , 广 只 能 为 常数 ,这 与 f 的 
超越 性 矛盾 ,从 而 f^ DARA EN CD IO. Ee. 

注 “ 上 述 证 法 中 TCOMAESHMICUERMF Eremenko 的 论文 ， 
在 该 文中 他 还 证 明了 al —J 6D 等 结论 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 Ere- 
menko ifie x ^". 

Fatou TE Æ E AR 3 [CB] JI FB IE BE G8 Sl T — 1 RAKA N WE, 
即 无 法 证 明 Julia SEAR Fr AA ex 85) B]. 这 一 结论 直到 1968 FARK 
Baker 证 明 . 在 证 明 中 ,Baker 使 用 了 Ahlfors 覆盖 曲面 理论 中 的 一 个 
深刻 结果 ,通常 称 之 为 Ahlfors 三 岛 定 理 , 现 叙述 如 下 . 
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引 理 8.2 KE, E, Hl E, 为 三 个 有 界 的 Jordan IX 3X, H E; 
(j 一 1，2,，3) 互 不 相交 ,7 > 0 为 一 常数 , 则 存在 一 个 常数 c( 仅 与 E, 
E,, E, flr AX) ,使 得 对 于 任意 VU, = {z||z| <r} 上 的 解析 函数 
fiz), HE 

If CO) | 
t + [7 0) [? 

就 一 定 存在 U, 中 的 一 个 区 域 D, f 把 品 单 叶 地 映射 为 E;(j = 1, 2, 
3) 中 的 一 个 . 

FEITA Baker 的 结果 . 

定理 8.2 设 f 为 超越 整 函 数 , 则 排斥 周期 点 在 J(f) 上 稠密 . 

证 明 设 V 为 任 一 开 集 , 且 V 门 (有 ) 关 镍 ,因为 (有 是 完全 集 ， 
所 以 存在 三 个 不 同 点 zs zs, zs3 EJ(f) 门 了 . 作 三 个 互 不 相交 的 圆 盘 : 


E; 一 局 (zi BEC Y G =l, à 3), 
由 于 在 ICA EP} AEM, MS n> ooh 1E z; RRE SP BS SRI S: 


— t€, 


数 
[CT] 
per d 

无 界 , 从 而 ,存在 点 2, € Bz, 7) 以 及 目 然 数 m; 使 得 

f| | 

fes WIE (2;) >c, 

这 里 c 为 引 理 8. 2 中 的 常数 , 由 引 理 8. 2 可 知 , 存 在 D;, 使 得 

D, C Blz', r), 


HAA D, Po PAM HR E,(C& = 1, 2,3) 中 的 一 个 , 故 存在 m 和 
,使 得 /7 把 某 个 区 域 D C D, 单 叶 地 映射 为 EAA D C E, dx /" 
Ay PATE D 上 有 吸引 不 动 点 ,从 而 fr 有 排斥 不 动 点 在 DCYV 中 .而 
HV 的 任意 性 便 知 ,排斥 周期 点 在 J(f) 上 稠密 . 证 毕 . 


$8.2. XT Fatou 集 的 分 支 


3 8.2.1 多 连通 区 域 的 游荡 性 


我 们 知道 ,任何 多 项 式 P 均 以 名 为 超 吸 引 不 动 点 , 故 其 Fatou 集 
FF(P) 总 包含 一 个 无 界 不 变 分 支 D(oo). 假 如 我 们 把 P 视 为 儿 到 安 的 解 
析 映 射 , 则 D(oo) 是 多 连通 的 ,就 是 说 ,多 项 式 P 存在 一 个 多 连通 的 不 
变 域 . 然而 ,对 于 超越 整 图 数 f, 这 种 情况 不 会 发 生 . RE RH Fa- 
tou 集 可 能 有 无 穷 多 个 无 界 分 支 , 也 可 能 根本 没有 无 界 分 文 ,但 多 项 式 
的 Fatou 集 有 且 仅 有 一 个 无 界 分 支 . 超越 整 函 数 的 Fatou 集 的 无 界 分 
支 均 是 单 连 通 的 ,有 界 分 支 可 能 是 多 连通 的 ,而 多 连通 Fatou 27 x 4E 
游荡 分 支 . 

it Y 为 各 上 的 一 条 曲线 ,我 们 把 7 关于 一 点 a € SC 的 绕 数 记 为 
inds7. 首先 有 下 述 引 理 ， 

引 理 8.3 设 / 为 超越 整 函数 ,D 为 F( 站 的 一 个 多 连通 分 支 ,7 为 
D 上 不 同 伦 于 一 点 的 Jordan 闭 曲 线 , 则 

D 在 总 的 任 一 紧 子 集 上 , 广 一 致 趋 于 oo; 

2) 34 n ZA KET, ind, C/^ 0) > 0. 

证 明 D 假如 存在 万 的 一 个 紧 子 集 , 户 在 其 上 不 一 致 趋 于 ce ,由 
F(E D ERER, KS FER TFN RE DD 的 案子 集 上 
一 致 有 界 ,从 而 存在 M > 0, 使 得 


|f (2| Cc M,z € Y. 
iu Y 的 内 部 区 域 为 CG, 则 易 见 在 G 的 任 一 个 紧 子 集 G。 上 ,存在 c 0， 
使 得 
FY Cz) x e,z € Ga. 


HF cu& JOO, ERSTE 8. 2 矛盾 , 故 DRZ. 
2) 假设 存在 子 列 {n;) fili indo Cf/5 00) = 0, 从 而 广 在 7 的 内 部 没 
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有 零点 ,由 极 小 模 定 理 可 知 , 在 > 内 部 产 一 定 趋 于 ce ,这 与 定理 8.2 7F 
盾 , 从 而 引 理 8. 3 得 证 . WEHE. 

注 在 上 述 引 理 的 条 件 下 ,我 们 事实 上 可 以 证 明 ind, C^ 000 一 
co(n — co), 读者 不 难 补 出 详细 的 证 明 过 程 . 

引 理 8.4 ik f HERK. r DS —áBISIooBg BH S Er LAR. 
则 FCS) Aad xc JE REOR RJ. 

证 明 假如 FF( 让 存在 多 连通 的 分 支 D, 考 虑 D 上 一 条 不 同 伦 于 
一 点 的 Jordan HH y. 由 引 理 8. 3 RT AI, 24 n 充分 大 时 OWS T 
相交 . Hx zn ELON TP, Wu 


fa. € f"! (Y) — oo(n — co), 


这 与 了 在 愉 上 有 界 矛 盾 , 从 而 引 理 8.4 得 证 .证 毕 . 

我 们 还 需要 下 述 结 果 . 它 可 以 从 著名 的 Harnack 不 等 式 直接 导出 
(BL scm). 

引 理 8.5 设 V 为 任 一 区 域 ,K 为 V 的 任 一 紧 集 ,如 果 h 是 V 上 
的 一 个 正 值 调和 函数 , 则 任 取 Zo zx, € K, 


h(z,) € ch(z;), 


其 中 <c 是 一 个 仅 与 了 和 天 有 关 的 正常 数 ， 

下 面 介 绍 Baker 的 一 个 结果 . 

定理 8.3 设 了 为 超越 整 也 数 , 则 (7) 的 每 一 个 无 界 分 支 是 单 连 
jÑ H. 

证 明 假如 存在 (的 一 个 无 界 的 多 连通 区 域 D, 设 7 为 D 上 
的 不 同 伦 于 一 点 的 Jordan 闭 曲 线 , 由 引 理 8. 3 知 ,对 于 充分 大 的 n, H 
线 7, = f* OQ Dy DHS. AMY 全 属于 D, 且 D 是 广 的 不 变 区 域 . 

BV 是 包含 7 和 7 的 一 个 有 界 区 域 , 且 设 


VcD, 
由 引 理 8. 3 41,24 充分 大 时 ,有 


Le Ce) | wla - C V. 
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在 区 域 V 上 ,对 调和 函数 
h,(z) = In| f" (z) | 
应 用 引 理 8. 5, 我 们 导出 :对 所 有 z; € 7,(j = 0, D, 
FEDES |f Czad |E, n > no, (8.5) 

这 里 c AKF n. 

男 一 方面 ,因为 7 一 oo, ind’, > 0, 是 了 是 超越 的 ,故我 们 有 :对 
于 充分 大 的 1 存在 点 c l'ai 使 得 

Ly M T 
io = fC), 其 中 z。 c Fos F(z) eel € Fs 则 | 
[Cw = | | 

这 与 (8. 1) 式 矛盾 ,从 而 定理 8. 3 BE. HEE. 

推论 8. 1 设 ABRBRM MRE NA-THADSZ DM 
F COR) BUR 4 x REB. 

证 明 假如 (让 存在 一 个 多 连通 分 支 V, 由 定理 8. 3 可知 ,V 是 
有 界 的 . 又 由 引 理 8.3 可 知 ,对 于 充分 大 的 n, 


PV || eS 0 
从 此 可 见 FOV) = D, 这 是 矛盾 的 ,从 而 推论 8.1 得 证 . 证 毕 . 
推论 8.2 设 广 为 超越 整 函 数 , 则 ORES PEIN. 
事实 上 ,推论 8. 2 可 从 (让 的 多 连通 分 支 必 有 界 的 结论 直接 导 


定理 8.4 设 了 为 超越 整 消 数 , 则 它 的 非 游 荡 分 支 是 单 连 通 的 . 
证 明 iD AFORE IRAR MWR DAR, N hE 
8. 3 可 知 ,D 是 单 连通 的 ;如 果 D 有 界 , 则 由 DH ERBAA f^ TE 
D 内 一 致 有 界 , 且 由 引 理 8. 3 可 知 ,D 是 单 连通 的 .证 毕 . 
3 8. 2.2 Fatou 集 周 期 分 支 的 分 类 


关于 有 理 函 数 的 Fatou 集 我 们 已 经 知道 其 周期 分 支 为 以 下 五 类 ， 
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超 吸 引 周 期 分 支 . 吸 引 周 期 分 支 . 抛物 周 期 分 支 .Siegel AI Herman 
环 . 对 于 超越 整 函 数 , 我 们 同样 可 给 出 超 吸引 周期 分 支 \ 吸 引 周 期 分 支 、 
抛物 周期 分 文 以 及 Siegel 盘 的 定义 .根据 定理 8. 4, 类 似 于 多 项 式 , 超 
iB E PR EUH Herman 环 . 然而 ,对 于 超越 整 函 数 , 有 一 种 新 的 周期 分 
支 可 能 出 现 , 它 通 常 称 之 为 Baker 分 支 . OD Jy € HR f 的 Fatou 
集 FCÓORBI— 4r xo MRE D b. f(z) > oln > oo), WR D OS 
Baker 4r x. 一 个 周期 分 文 如 果 是 Baker 分 支 , 有 时 也 称 之 为 本 性 抛物 
分 支 . 事实 上 ,把 oo 视 为 该 Baker 分 支 的 一 个 边界 点 ,可 见 此 称呼 是 合 
理 的 . 

用 完全 类 似 于 有 理 函 数 的 方法 ,我 们 立刻 可 得 下 述 分 类 定理 . 

定理 8. 5( 分 类 定理 ) WE f£ 为 超越 整 消 数 , 则 (的 任 一 周期 分 
支 为 下 列 五 者 之 一 :超级 引 周 期 分 支 . 吸 引 周 期 分 支 . 抛 物 周 期 分 支 、 
Siegel #,VA A Baker 分 支 . 

FEKK f. a € CRA SWI MRE a 的 一 个 邻 域 
V ,使 得 


fif ° V) =V 


ATSB IS ByBDA S ABUS GS Z h EKARA, 
XY dEZRTESE ER AX, 2,75 OO. 事实 上 ,Zi 可 能 是 一 个 无 穷 集 合 , 甚 至 于 
AE AP OT EE. 进一步 ,f 的 奇 上 后 可 分 为 以 下 三 类 ;: 

D f 的 临界 值 ; 

2) 了 的 渐 近 值 ; 

3) 临界 值 和 渐 近 值 集合 的 极限 值 . 

关于 整 函 数 奇 点 的 更 深入 的 知识 可 从 其 他 有 关 整 函数 理论 的 书 中 
查 到 ,这 里 不 再 详 述 . 

完全 同 有 理 函 数 的 情况 ,我 们 可 证 明和 定理 8. 6. 

定理 8.6 ”对 于 超越 整 函 数 , 任 一 超 吸 引 、 吸引、 抛物 分 支 的 循环 
中 包含 至 少 一 个 奇 点 , 任 一 Siegel 盘 的 边界 属于 所 有 奇 点 前 向 轨道 的 
闭 包 . 

jE Baker 分 支 循环 中 可 能 没有 奇 点 (参见 文献 ). 
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$8.3 XH ETE 


我 们 从 Sullivan 的 著名 定理 中 已 经 知道 : 度 大 于 1 的 有 理 函 数 没 
有 游荡 分 支 .然而 ,超越 整 函数 可 能 有 游荡 分 支 . 历史 上 ,第 一 个 具有 游 
荡 分 支 的 超越 整 函 数 的 例子 是 Baker 于 1976 年 构造 的 ,后 来 Baker, 
Herman, Eremenko 和 Luybich 等 人 构造 了 许多 这 方面 的 例子 . 这 里 
主要 介绍 Baker 和 Herman 的 工作 ， 
$8.3.1 多 连通 游荡 分 支 的 构造 

引 理 8.6 FEH PRA RRS CH BR 


a cz I[{1 +2}. lAr er« ey 4x2 0], 
(8. 6) 
它 满足 
jee) <4, 0<0< 2m, (8. 7) 
Y. < gr) < AT a] n = l; 2, 35°". (8. 8) 
证 明 we r Alc > 0, 使 得 


EE e d (8. 9) 


cexp 4 


"ds 
ry 


归纳 地 定义 序列 (x,} 如 下 : 


"i 
y, = el 1 T a = 2cri, 
] 


1+2)+-4(1+2 > n = ], 2, 
Y. Fa 


ees 2 
Pratl n CT, 


1+ = 
ri 


(8. 10) 


FH (8. 9) 式 得 到 r = 2er en > 2n. 再 看 (8. 10) 式 ,因为 
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hai Oe "Ig 253 
E rua 2n = 1, 2, =), 从 而 
1 oor, cp C FI NM 
进一步 有 
ra 12 3， 2, "1, 
(8. 11) 
这 就 说 明 (8. 6) 式 为 整 函 数 . 由 (8. 6) 式 、(8. 11) 式 和 (8. DRG 


C i 


|g (e^) | «c II | 


n=] 


145. 
Fn 


«c[[a-c277» 
n=] 


< cexp iig "E 
此 即 (8. 7) 式 成 立 . 
进一步 ,有 
Fa--) — Cri IE 十 二 | < g(r.) = Tat] AI (1 + Z), 
然而 由 (8. 11) 式 的 第 二 部 分 ,有 
II: ES II (1 +z) = 2. 
上 两 式 即 给 出 了 (8. 8) 式 . TEE. 
引 理 8.7 设 g(z) 为 引 理 8.6 中 定义 的 整 函数 , 则 
glr?) < rho n=l, Ly ***j (8.12) 
TEC) > yis n-—1,2,;-*. (8. 13) 


证 明 首先 注意 gC) 为 g(z) 在 |z| =r ERAKAR, XI 


193 


Vis) = log(gCe)) 
应 用 Hadamard HHE, 4 s — 0 时 有 
V(2s) —V(0) > 2{V(s) — VO}, 


B] 
V (2s) > 2V (5 — VO), 
从 而 有 
fe gr) "x. 145 
gir) z0) > 4g(r).. (8.14) 


iür ri, 应 用 (8. ORB 
ipn te pone oit. 
这 就 导出 (8. 120 X. TEC8. LOM Pid r =r, MAHE. DA 
g(r?) > 4g(r,) > aria, 
这 就 导出 (8. 13) 式 .证 毕 . 
以 下 记 环 域 : 
A, = (z€ v |ri « |z| « riti), n= 1,2, 3, 1. 
引 理 8.8 TFHEN>0, 4n>N BR z > gl) 把 环 域 4, BR 


A Aa: # A g, Cc) TE Ån E~ KF. 
证 明 由 (8. 1003 92 WE FEE SIRE BJ m, A 


nil Te — oo(n — co), 
从 而 当 充分 大 时 ,4, 均 非 空 . 进一步 ,如 果 7, > Ay ra 16, NIIRI 


B, — |: c E Ar, 二 | = | «ns . 


由 (8. 12 x , fEFYE N90, 3n NHzCA,Hb, 
lg(z)| x gCOz ID < gOOl20 «rl. (8. 15) 
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由 (8. 10) 式 得 到 


up 4-1 


: >cr, >œ (n--o). 


ár, T2 Fatl 4E 2S. Œ 


IV PE n HK, KE b, = E rER 


意 到 
log +r) <z, zr>0, 
— log (1 — z) < 2z, 0< 1 < 5. 
故 
be 2x m d | 
log rts] De a "E (8. 16) 
n—] 
log | = ge = J\I. = Bh +I. Fiar T S 1, 
k=n+2 
(8.17) 
其 中 
1 十 一 
I, = log | —— — |. (8. 18) 
[om 
T, 


WEE HH FDA E xn — 1, 我 们 有 


并 且 由 (8. 18) 式 和 (8. 16) 式 得 


1 十 二 


0 « I, — log 


3 3 | 
xu 1 + 7 qe 一 了 (8.19) 
MF PH rR k ont 2. 我 们 有 
| r ~ Tae] 1l 
duse n 8 
并 且 由 (8. 18) 式 和 (8. 16) 式 得 
Do 3r 3r 
Dez edges E EL 
m T ri 4 r, 
P, 
所 以 ,有 
— 3 一 re 3 — Vs] | E 3 Fati 
I, « 一 cc E M Qni Ll c —. 
"» 4 P" rk 4 P T2 2 Tate 
(8. 20) 
XIF b 中 的 ,由 (8.17) 式 、 (8. 190 4X C8. 200 3X 48 
| ] — 1 十 一 
| EC er Te i i ian o Tati 
log 26-251" Tn "XN ee n T 
r Pati 
3 Ta 3 Tati | E F 
t pu + EL. + 2log E (8. 21) 


但 是 ,由 于 rues /r, > con 00) , JT n FEA, (8. 21) 式 的 右 端 
小 于 log4, 这 就 证 明了 对 充分 大 的 ,有 


gir?«A4lgi—n»Dl.re€ &,. 
由 此 式 及 (8. 13) 式 ,并 计 及 4. C B, RATA 24 z € A, Ht, 


le(z)| 2 gC— Iz D ig( laf) "i > N 


(8. 22) 
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结合 (8. 15) 36 RI C8. 22) 式 得 ; w = g (22 FLA, 映射 到 AL, 从 而 w= 
g^(z) 把 A, 映射 到 AL. 由 于 ALL 距离 z = 0 的 最 小 距离 为 rs, E 
Ba p — co 而 趋 于 ce ,所 以 在 4. 上 g(z) 一 致 趋 于 oo. 证 毕 . 

定理 8.7 对 引 理 8. 6 中 的 超越 整 函 数 g(z), F(g) 存 在 多 连通 的 
游荡 分 支 . 

WEAR 由 (8.7) 式 得 到 在 单位 圆 盘 |z| 三 1 上 ,有 


gCz)| « 4 lel. 


由 Schwartz 5| 88 n[ jl 
lg" (2| = 4^"Izl, 
从 而 在 |z| 二 1 上 ,limg,(z) = 0 (BOW). RESI 8. 8 DAD 2 € 
A, AY, 
lim g, (z) = co( 一 致 地 )， 


KA, 必 属 于 F(g) 的 一 个 多 连通 分 支 G, 其 中 |z| = 1 4E NG 的 有 界 
分 支 上 , 由 定理 8. 4 可 知 ,G 为 游荡 域 . 证 毕 . 


3 8. 3. 2 Sitio x D ME 
考虑 映射 
ee de Ree ls ce 


容易 验证 g(z) We, = 27in 为 超 吸引 不 动 点 . 记 z, 的 直接 吸引 域 为 
D, HWER 8.4 可 知 ,所 有 D, 全 是 单 连 通 的 . 

易 见 g 和 了 映射 了 : z z+ 2m nja, H g H Fatou FOET 
下 是 不 变 的 , TOD.) = D... 现在 考虑 映射 


Í: zr g(z) + 2m. 
FSE, f(z) 二 T(g(z)), RNA 


f(D,) = D. 
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以 下 证 明 : J — JGO. Ra Ag HERA. p 为 其 阶 ,4 为 
其 特征 值 , 则 


f^"(z) = T"(g"(z)) = T(z) 


= z + (2m) pn = Oln), n> oo, 
H 
CT e r EN 


从 而 ,关于 球面 导数 我 们 有 
| 本 | 


所 以 ,对 于 此 zos Uf" (2E zo 的 邻 域内 不 正规 , 即 JC 2 zo» H AE PE 
8. 1 得 到 
J(g) C JCD). 


同 理 可 证 J(g) DJS), ik D. 42g FCÉORJAE xc. B f(D) = D. nf 
知 D, 为 f WUE x. 

DER NA TATRA Uf Door ER BP RE 
很 慢 , 第 二 个 具有 级 1. 这 里 我 们 将 证 明 : 对 于 任何 值 PE [1, œ], ff 
在 2 级 整 函 数 , 它 具有 单 连通 的 游 划 分 支 . 在 以 下 讨论 中 ,我 们 要 涉及 
函数 交换 的 有 趣 问 题 , 即 如 果 f(g) =e), 那么 要 讨论 J(f) 和 J(g) 
的 关系 问题 . 对 于 有 理 函 数 , 易 证 两 者 的 Julia 集 是 一 致 的 . 但 这 一 结论 
不 能 直接 移植 到 超越 整 郴 数 的 情况 .以 下 研究 一 些 特殊 情 况 . 

引 理 8.9 RSA eg 为 两 个 超越 整 消 数 , f(g) = g00, M 


gJoD) cJ. 
证 明 由 定理 8. 2 可 知 , 一 点 a € J( 了 ) 的 充 要 条 件 是 a 为 f 的 排 
斥 周期 点 的 极限 点 . 然而 ,g 把 f 的 任 一 周期 为 p 的 排斥 周期 点 BB 映 为 
f 875—858 p 的 周期 点 PP, 且 
GOD = Y GF), 
从 而 g(8) = BP EJA, MRJ CJS). WEE. 
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5i 8.10 RA ce -ERKAK HSG) = g(f), mR eE 
F(f), AEFI n, — oo ,使 E FCÓOBIGIS a 在 内 的 那个 分 文 上 
具有 有 穷 极限 , 则 g(a) CFCS). 

证 明 选取 a 的 一 个 开 邻 域 U, 使 得 U C FCO. WI EU E 
具有 有 穷 的 极限 函数 ,所 以 rr(U) 位 于 同一 个 紧 集 上 ,在 其 上 &g 为 一 
致 连续 的 .从 了 和 8g 的 交换 性 可 证 明 : 我 们 可 以 选取 U 充分 小 ,使 得 
gC QU) = eU) 均 具 有 十 分 小 的 直径 . 再 由 Julia 集 的 局 部 齐 
性 定理 , gQU) C FCD, Rela) € FCS). WEHE. 

5128.11 RSM g 为 二 超越 整 函 数 , f(g) — g OO, d f — 
g c Cc 为 某 一 复 常 数 ), 则 J(f) = Jee). 

证 明 易 见 ,只 要 证 明 g(F(f)) CFS, 再 由 引 理 8. 9 48 (8 
JOD — J(g). ERa E F 以 及 a 的 充分 小 的 邻 域 U, 使 得 UC 
F(f), 由 引 理 8. 10 可 知 ,我 们 只 要 考虑 EU 上 趋 于 ce 的 情形 即 可 . 
选取 和 常数 A> |c| +1 WFE n, tE EU 上 对 一 切 n 2 n, 有 
f(z)| >A, Am 


FACON >A, = c FO n — ne. 


f Un g(a) & FCS), WE gCU) E, PEE mo, CA" |m > m) RE 
何 值 ,至 多 有 一 个 例外 点 , 故 存 在 EU, t= gE), PBT mn 
有 
lf") | = | = |e") | <1, 
所 以 7= f"( € FU) H jemi <1, BÆ |\f)| > A, dX 
e| = | FM — g(P|>A—-1, 


了 矛盾 ,从 而 引 理 8.11 HE. WEE. 
定理 8.8 APE eE, oo], FH p REKRY 六 , 它 具 有 单 连 通 
的 游荡 分 支 . 
证 明 id 
f(z) = 27j +z + (Key, 
其 中 j 为 整数 ,KK AER. 通过 将 下 面 交 换 图 投影 ,可 将 和 宅 视 为 
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ENO) 的 覆盖 空间 , AC) = texp(K*(t)). AR f, 5 f, AR, ASI 
理 8. 11 得 Jf.) =JSS,). 又 因为 


folz + 2m) = filz) + 2n, 
fj 


Se » 


ENLO? — 7 NO) 


故 J(f,) 在 平移 2xi 时 不 变 . 选取 K GO. EKO = 0 有 无 穷 多 个 解 
t = 0,, 05, ,所 以 有 以 每 个 w 为 不 动 点 ,因此 其 特征 值 h' (a,) = 1, 
且 它 们 提升 为 一 组 不 动 点 zna = 8, 十 2zi&, 其 中 8, 为 loga 的 一 个 确 
EE. 同样 容易 直接 验证 ;对 于 这 种 形式 的 z, fO — 2H f(s) =1. 

由 周期 分 支 的 分 类 定理 ,z,, ;至 少 位 于 Fatou 和 集 F(f,) 的 某 一 个 分 
MU, AWARE, fo FEU, ;映射 到 自身 , 且 当 xz € Vs 时 ,有 


file) — Zm p” N OO, 


PELA, 4 HIAK m = n 且 zi 二 7 时 , 才 有 Unj = Un,; 7 f. 我 们 可 以 选 
RIE Un o EUn a 十 2xi = U, a4). 
取 f = fis 则 有 
OU,, 2) E Us 


HULA f 的 游荡 分 文 . 由 于 U. adi fo- 不 变 的 ,由 定理 8. 4 YU, 
是 单 连通 的 .以 下 仅 剩 下 要 证 明 了 具有 指定 增长 速度 . 
K(z) = IL (2 += 


j=1 a; 


, 


其 中 a; 为 一 单调 上 升 正 数 列 , 且 a; 在 (z | Ea <r} 中 的 个 数 n(r) TPR KE 
RIF: 
nír) ~ p(ogr)"!,r--o, 
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从 而 平均 计数 函数 NN(r) 满 足 : 


N (r) = | 2C dy ~ (logr)', r — oo. 

又 由 于 最 大 模 函 数 
M(r) = max |K (2) | = K(r) 
满足 ， 
N(r) << logM(r) SNr) 4- Qr), 
其 中 
Q(r) 一 r| nd < 2r | pt doge)" de 
aa meei " 

= 2r| Z dogr)” J | PPZ D doge) de |, 

因此 
Qr) — o0D) < 2pKlogr)"! = o(N (C), 

H 


logM(r) ~ N(r) ~ (ogr)^, r 一 œ. 
id KCeOBS BOCK BE ER OR Mr), AW Mi GO = Ke’), BR 
logM; C) ~ logM(e') ~ r°, r= œ, 
从 而 ,定理 8.824 o € (1, oo) HAH. 


mE p= 1, 我 们 选取 aj, fili n GO bh logr WEE TT ESOS BH. 
例如 可 使 n(r) ~ loglogr(r — ce)， 从 此 可 导出 


logM,(r) — rlogr, r — oo. 
于 是 在 P= 1 时 证 明了 定理 8. 8. 如 果 o — oo, 取 


nír) ~ (logr)**, r— oo, 


则 得 到 定理 8. 8 的 结论 . 证 毕 . 
+ 以 上 第 一 个 和 第 三 个 例子 是 Baker 构造 的 ,第 二 个 例子 是 
Herman 构造 的 . Eremenko 和 Luybich 曾 构 造 具 有 游 功 分 支 的 整 函 数 
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三 , 它 同 时 满足 下 述 四 个 条 件 : 

1) 上 了 具有 认 沪 分 文 , 且 在 其 上 ,所 有 AH, 

2) BE PR at X HJ PUB RH 2523 Z TRIB 5i s 

3) f 具有 无 穷 多 个 各 种 类 型 的 周期 ,同时 具有 无 穷 多 个 满足 1) 和 
2) 的 游荡 分 支 轨道 ; 

4) JC) £E, AE mesJC/) > 0, H 

G) mes{z € J(f) | f"(z) oo, n co} 20; 

Gi) mes{z € J(f)| lim|f"(z2)| < œ} > 0. 

这 里 略 去 了 详细 的 证 明 过 程 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 他 们 的 文 
Er LEl. EL1] 


$8.4 ”有限 型 整 函数 的 动力 学 


通常 我 们 称 仅 有 有 穷 个 奇 点 的 整 函 数 为 有 限 型 整 函 数 , 所 有 有 限 
型 整 函 数 的 集合 记 为 S. 我 们 还 称奇 点 位 于 一 个 有 界 集 上 的 整 函数 为 
^H TU SE PR aR LE Re A B. E I.S C B. 进一步 ,如 宁 
SE PRA SLA q PAT ais az ts a, MERS CS, Haa» ts a, PR 
^j f BAR a. ALS 二 Us EX AUNT S IR. S 族 函 数 对 复合 


算 子 是 封闭 的 . 
§ 8.4.1 Baker 分 支 的 消失 
Wf € BARRERA, ic 
D(z, r) = {z||z — zo| <r}; 
Mik f HAAS, CDO, R/2),3fid 
A= @\DO, R), G= fA), 
E WEG 的 每 一 个 分 支 V ÆA 83588 IM, EE — 2 i AP e 
co 的 解析 曲线 ,并 且 


fiV—A 
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是 万 有 覆盖. 在 V 的 边界 上 , |f(z)| = R, 所 以 ,由 引 理 8.4 便 得 如 下 
命题 . 
命题 8.1 WÈT c B 为 超越 整 函 数 , 则 FF(f) 的 所 有 分 文 全 为 单 
连通 的 . 
选取 R 充分 大 ,使 得 1|f(0)| < R, Wok G, Hexp: WHG,X 
于 集合 U = lnc Haa W 是 一 个 共 形 同 肛 . SRE 
H = |nA = (€|Reé > InR}, 


我 们 有 下 述 交换 图 ,此 处 下 是 U BE a KB H ESR. 
下 的 存在 性 可 从 这 里 易 见 :对 于 UU 的 任 一 连通 分 支 W, fo exp: Wr 
AENA. 我 们 称 五 是 通过 上 了 的 变量 在 ce 的 邻 域 内 进行 对 数 变换 
而 得 到 . 类 似 的 变量 变换 方法 曾经 被 Teichmiiller 应 用 于 值 分 布 理论 
P. 


F 


U H 
exp] [exe 
G A 


f 


31388.12 |F' GO | t: (ReF (2) — InR). 
证 明 BW 为 U PE ATARE W 内 单 叶 , 故 
W 不 能 包含 长 度 为 2r WHER BRE. 又 设 
65; HOW 
AF KAR, AA: 
D(F (z), ReF(z) — InR) 


f£ H A, H Koebe 地 定理 ,W 包含 一 个 半径 为 


19 (F(z))(ReF(z) — InR) 


的 圆 盘 ,从 而 
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L IP GG) | IReFG) — lnR| <x, 


从 此 便 导 出 引 理 8. 12. wee. 

定理 8.9 KRfrEBARREAR MWR z E FSH, W 
(JC) a RPT OO. 

证 明 设 z E FO 的 轨道 {z。)} 趋 于 ce, 则 存在 > 二 0, BRP) 
在 B, = Dix, r) 上 一 致 趋 于 co ,所 以 ,至 多 除去 有 穷 个 Ba = J” (Bo) 
外 ,其 他 所 有 B. 均 属于 G. 以 下 使 用 命题 8. 1 中 交换 图 的 符号 ,无 妨 设 
B B, 均 在 G 中 , 设 C。 是 lnB 的 一 个 分 文 , 井 记 


expC, = B,,. 
从 而 Cs。 CU, H ReF* 在 C 内 一 致 趋 于 + oo. 又 设 
bo € Cos a — F" (£5) € a 


记 中 心 在 如 且 含 于 C. 的 圆 的 半径 的 上 确 界 为 4。, 由 Koebe -ER 
l p 


it & ReF(£,) 一 十 co 及 引 理 8.12 得 
|F' fam —- OO, 


Wd, >. Ii C, CU, HU 不 含 长 度 为 27 的 垂直 的 直线 段 ,矛盾 ,于 
是 定理 8.9 得 证 . 证 毕 . 
推论 8.3 ifc BARR RBM. PCY AG Baker 分 文 . 


$8.4.2 ”最终 周期 性 定理 


我 们 知道 有 理 函 数 没有 游荡 分 支 , 然 而 ,在 上 一 节 中 我 们 给 出 了 许 
多 具有 游荡 分 支 的 整 函数 的 例子 . 一 个 自然 的 问题 是 :哪些 整 沙 数 没 有 
游荡 分 支 ?本 节 对 有 限 型 整 函 数 证 明了 最 终 周期 性 定理 . 这 一 结果 分 别 
由 Eremenko 和 Luybich, Baker 以 及 Goldberg 和 Keen 独立 得 到 . 
由 命题 8. 1 可 知 , 对 有 限 型 整 函数 ,其 Fatou 和 集 的 分 支 全 是 单 连通 
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的 . 这 样 ,完全 同 第 三 章 中 关于 有 理 函 数 最 终 周期 性 定理 的 证 明 便 可 证 
4 CE WB USE x eU. 

定理 8.10 设 f ES 为 超越 整 函 数 , 则 了 没有 游荡 分 支 . 

从 定理 8. 5、 定 理 8. 9, 以 及 定理 8. 10, 我 们 便 可 完全 给 出 有 限 型 
TE ER CJ Fatou 集 上 的 动力 学 性 态 的 完全 描述 . 事实 上 有 下 述 定理 . 

定理 8.11 ict Es, M Fatou $& FCIOBJIE—4 x 853 gulis x 
进入 超 吸 引 周 期 分 支 . 吸 引 周 期 分 支 . 抛 物 周 期 分 支 或 者 Siegel 盘 的 循 
环 . 

作为 上 述 定 理 的 应 用 ,我 们 有 定理 8. 12. 

定理 8.12 iX f € 5 为 超越 整 函数 ,如 果 其 基本 点 的 轨道 或 是 严 
恪 最 终 周 期 的 ,或 是 趋 于 ce 的 , 则 IOO — E. 

证 明 假如 7 人 GD 天 客 , 则 由 定理 8.11, OFER Ap xc UR 
引 分 文 、. 抛 物 分 文 或 者 Siegel 盘 的 循环 . 前 三 者 内 必 包 含 基 本 点 的 一 条 
韭 严格 最 终 周 期 的 轨 间 ,这 与 条 件 蔬 盾 ; 后 者 的 边界 位 于 基本 点 的 轨道 
的 财 包 中 ,但 是 ,由 条 件 可 知 ,基本 点 的 轨道 的 极限 集 是 个 有 限 集 ,了 矛 
盾 . 从 而 证 得 定理 8. 12. WER. 

定理 8. 12 是 判断 Julia 集 是 否 为 全 平面 的 一 个 重要 工具 . Fatou 
1926 年 就 猜想 J(e) = v, 这 一 猜想 直到 1981 年 才 被 Misiurewicz 证 
X. 这 里 ,我们 验证 z = 0 在 e* 下 的 轨道 趋 于 oo, 应 用 定理 8.12 便 可 简 
单 导 出 这 一 结果 . 

以 下 还 要 指出 ,S 族 函 数 的 非 排 斥 周期 轨道 的 个 数 有 限 ， 

定理 8.13 KES nir REF OBR A. RS RM 
物 周 期 轨道 的 个 数 ,ni 表示 F WIE PHS TR, ne + 
n; Sq. 

由 于 这 个 定理 的 证 明 十 分 类 似 于 有 理 函 数 的 对 应 结果 , 故 这 里 只 
简要 介绍 证 明 的 主要 步骤， 

首先 可 设 存 在 无 理 中 性 周期 点 zo, 且 fe) = zx， 其 中 z 不 属于 
zo 的 周期 轨道 . PARA: X. CEED, ©) 上 共 形 , 目 具 有 


如 下 性 质 : 
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(i) A(00) = oo; 
Gi) ngCf oh) Zi ngCf) + ni CA; 
Gii) ze 是 三 * 天 的 一 个 吸引 周期 点 , 记 其 直接 吸引 域 为 Y, 则 
f- Ah(D(z,, €)) CY. 
继而 应 用 可 测 Riemann Bi ST EM RE — PWG AR: E 一 
E, 使 得 
1 二 人 


是 一 个 整 函 数 . 进一步 ,pg :在 也" 天 的 非 排 斥 周期 点 的 某 个 邻 域 里 是 共 
形 的 . 由 于 F(fi) 的 每 个 超 吸 引 循 环 、 吸 引 循环 或 抛物 循环 中 至 少 有 一 
个 奇 点 VE ng Cfi) <q, 所 以 


ngCf) + ni) nr(fi) gq. 


$8.4.3 zexp(z 十 甩 的 动力 学 
历史 上 ,Baker 于 1970 年 首次 构造 出 Julia 集 为 全 平面 的 超越 整 
国 数 . 记 f(z) = zexp(z + y), At= (0, + 00), Baker 证 明了 
B, = (iu € Rt JOD =F) £ Ø. 
1992 年 ,Jang 进一步 得 到 :B。 是 一 个 无 穷 集合 . 下面 介绍 关于 B。 结构 
的 一 个 较 广 泛 的 结果 . ic 
s, Cu) = fr(— 15, H 一 0, l, ram TTC 
引 理 8. 13 [fH n 2, M s, (4) 一 0 (ur œ). 
证 明 ”对 于 任 一 正和 常数 &, 易 见 
sC) 十 AH 一 一 co (gp co), 
所 以 
1079 + sCu) + 25—— co (4 一 十 oo), 
xx wi HH 
$,Cp) — — expos (4) + s QO + 24) 一 0 Curt eo). 
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归纳 地 ,我们 假设 对 每 一 整数 kE [2, n — 1] E s. GOD  0(4 oo), 
则 有 


n—] 
Ss GO nuo s GO + Gi GO +n +5.) He 4-8, 1 (0 — 06, 


从 而 s( — Olu — 4 œ). WEHE. 
定理 8.14 DB, 的 极限 点 集 是 Ay 上 的 非 空 无 界 集 . 
证 明 id 
E = (x, € Rt | 某 一 条 曲线 y= s. (r) (n 2) 
与 射线 y = — x TE r 处 相交 )， (8. 23) 


以 下 分 两 种 情况 讨论 : 
1) 如 果 五 为 一 个 有 界 集 , 则 存在 常数 M > 2, 使 得 所 有 曲线 y = 
Sa (z) (n = 2, 3, °°) 24 r > M HIIS] 5j y — — x AAR, HSH 8. 13, 


=e pope D (m2, r> M). (8. 24) 

因为 
5,4102) = s,Cx)e^ tn, (8. 25) 

所 以 
SCT) S(T) (m-2.zx-M). (8. 26) 


从 (8. 240 3X I C8. 260 5X HT B, (s, (102-2 的 极限 存在 ,再 由 (8. 25) 式 易 
导出 
lims, (4) = — Es 


H OO 


亦 即 
fiC—1)>-— u (noo). (8. 27) 


FEWER xE OM, 3-09) 时 , JS) = V. MEARE FS, 

是 有 限 型 整 函数 , 它 仅 有 两 个 奇 点 0, L D, 且 它 们 的 轨道 全 在 半 

实 轴 (— co, 0] Em Se HARB — wt 2kmk=0, +1, £2, +) 

M uE (M, + co) 时 全 是 排斥 的 , 故 从 最 终 周 期 性 定理 及 周期 分 支 的 
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分 类 定理 知 : F(f,) 只 有 一 个 分 支 循环 , 它 是 超 吸 引 、 吸 引 或 抛物 的 ,由 
fO = 0 及 (8.2) 式 , 便 导 出 一 p 为 f 的 非 排斥 不 动 点 . 然而 ,一 的 
特征 值 为 — 十 1 二 一 1. 这 就 得 出 矛盾 ,从 而 定理 8. 14 结论 为 真 . 
2) MRE 是 一 个 无 界 集 , 易 见 存在 常数 MC 3), 使 得 
++ e = ue? > 0 (quM. 8.28) 
以 下 只 要 证 明 对 任意 x” € Ef) OM, +o), 存在 一 串 点 
pa — H“ Cn > fe oe > >H), 
使 得 J(f,) = & Bu. 
假如 存在 点 B^ EENM, +o URAA >O, 使 得 
J Cf, FG, pe (pe , pb’ +ò), 
设 YS sn (2) 与 ?一 一 在 上 处 相交 ,因为 = 一 一 六 fu RBI » 
所 以 ,所 有 Y = s.r Sn) By =— x € we” 处 相交 . 
首先 ,曲线 y= 二 5s,(xX)n 宇 2) 和 == 一 工 中 任意 两 者 在 (jx*， u 
6) 上 不 相交 ,否则 f,( 一 1) 将 是 f, 的 最 终 周期 点 ,而 /,000 —0€ 
J(f,)， 由 最 终 周期 性 定理 及 周期 分 支 的 分 类 定理 易 见 J(f,) = E, 
如 果 在 Gu, Bt +0) Es, GO <— x, BD 
Is, 221 22 221, (8. 29) 


以 下 证 明 在 (a, uc 0) È, Sn 412) B. nil 7 事实 上 Ja 
glr) = ze", 
则 
g (z) = e™ — re” = (1 — rje”, 


AT x > 1h} gGo UA FE. 如 果 (8. 29) 式 成 立 , 则 
gCls CO gr). 


这 说 明 在 LE v y" 十 0) 上 ， Sn 41 0) M imagi. s 
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Zr L.Brxb np A, np PAJA no Fl n, + 1 中 选 一 个 记 为 n; ,使 得 在 (u^, 
K +Ò) E, s, G0) 2 — x. IHEM H IS ns NECK", 十 6) 上 
A sr) >— z, A scu) =— g 可 见 存 在 e= c(h) € (0, 95, 使 得 


2« |s,Qx)| «x, x € lu", pw” +6). (8. 30) 
FEX £o € (u + x + E), id 


hlr) =— x — ze "^ + 2x, 


则 


h! (T) CEs ] mu e "tto + re ?**o, 
h"(x) = (2 一 z)e^**^, 


M or 2 A’ (oc) HP BE, BES h (Ca) = a — 2> 0, WBA) 
在 (2，zo) 上 单调 上 升 .由 《8. 300 X, 


AC [si Cro) |) < h( 2) = 0, 


RI 
$a (xg). 十 Salto enta + 2z, «0, 
从 此 得 
Saa To) = Sa (lq Jet FG ero tt Go? 十 2 > 5) (2) : 
从 而 有 


SzI T) > s, T) >— Xx, x Eiu’, gw" +e). (8.317 
因为 曲线 y= s, Cx) (n Z2 2) 和 y= 一 x 中 的 任意 两 条 在 a, un +0) 
上 不 相交 , 故 (8. 31) 式 在 CH", Am" 十 6) 上 成 立 . 归纳 地 ,可 得 

sens ab) 之 一 Gel, 2, =, Elk, u +8)), 
从 而 lims, +24) 在 Ce") wo + 0) ERICA a GO. 由 (8. 25) 式 得 
E lims, aj. (40 在 (Qu, ut 十 6) EEFE, Ib. 显然 ， 
wae (— x, 0), 


alp) = be Pt, b(n) = a(p)e*?*", 
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EX 5(u) 一 一 25 — alu) € (— oo, — u). 从 上 述 讨 论 还 知道 ， 
fO) = bo, IG! C G0) | <1. (8. 32) 
因为 


Fiz) = zett "+ 
所 以 由 (8. 32) 式 得 到 
bCu) 十 b(u)e*?*» + 2u = 0, (8. 33) 


aY (2) = (z 十 1)(] 十 ze etter gn, 
因此 由 (8. 33) 式 得 
C20! € (Q0) = A + EDDA — 298 — bo). 
此 式 及 (8. 32) 式 给 出 


lb — (1 ~ 2n)|< (8. 34) 


BN «> 3, H6G0 € (— oo, — y), PFL 
[1-F66G0| 224—122. 
从 (8. 34) 式 得 


| i 


WW = 1— 24-7, HD wy C7 T. 30 中 的 数 ,由 (8. 28) 式 得 


Meet 


OCH) + bGoe"*" + 2u = 1 4+y+ 0— 28 H 
i 
à 
3X 5 (8. 33) 式 矛盾 ,从 而 定理 8. 14 得 证 . 证 毕 . 
关于 zxexp(z 十 J) 的 动力 学 性 质 ,以 下 我 们 将 用 较 初等 的 方法 证 
明 其 Julia 集 上 存在 淹没 曲线 . 所 谓 淹没 曲线 是 指 Julia 集 上 不 与 Fa- 
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> + | 去 一 24je*>0. 


COTE 


tou 集 的 任何 分 支 的 边界 相交 的 曲线 . 
S EB8.15 9! Bee (2, +o), MRIS) EEC, W RtH 
JED EHE H. 
证 明 由 定理 8.14 HEM PHT SF CAO DURS — T 4T x 08 
环 , 记 为 iD 0 TAE: 
fDi) = Dilj = 0, 1, *, p — 2)5 1D, 1) = Das 


f,(— D € UD, 


此 循环 是 超 吸引 、 吸 引 或 抛物 的 ,并 且 存在 ze € U D,, 使 得 
feU(—10-—zx Goo). (8. 35) 
与 D, 的 类 型 对 应 ,ze 依次 为 超 吸 引 的 、 吸 引 的 或 有 理 中 性 的 周期 点 . 
先 证 明 J(f,) DA. RMP x — 0 Hz; EJS). Wan 1E 
f.( 一 1) 属 于 某 一 个 区 域 D;. X. pi C8. 35) 式 得 


fet (x) > xo Qoo). (8. 36) 


因为 

fi(—1) 二 0 (nzo, 
所 以 Xo € 0. 另外 ， 

J£.) = quel" > £s 
这 与 (8. 360 3X A. iX 92^ C J CJ). 

以 下 证 明 At 是 淹没 曲线 . 假设 存在 一 点 ao € Rt, Ha EFC 
的 某 个 分 支 的 边界 上 ,从 上 述 讨 论 知 ,存在 自然 数 N, HERBS n>N 
时 ， 
fia) € UD, 
id 
a, = Silay) n = 1, 25 3, ***)， 
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显然 , a, € R Hani >a, = 1, 2, °°). PRR R n>N 
时 
Hnp+j € 9 Dij < oF l, Z SEE V coc 1). 

现在 证 明 Gach = 0,1, 2, =) 位 于 9 D, 的 同一 连通 分 文 上 ， 如 

EDIR, TE An pit On, pj 以 及 aD, 的 两 个 不 同 的 分 文 a 和 a, ,使 得 
Un pts € (qi, Gn p+) € a. 

在 D; 内 作曲 线 w, 使 得 a, 和 a, RFC No WALA SP 6 AT es 和 os 属 
T JCF IAS A] at X ' 这 与 [às pj? Gs, pj] E JC. AE. 

ix ô, C aD, 为 连接 Op j 和 Aint D+) HAABA, FUERA 

E Qa4nsj] C Ön. 
如 看 不 然 , 则 0, Lanti Garoor] 围 成 了 一 个 有 界 区 域 , 故 F(f,) 一 
定 有 有 界 分 支 . 注意 {a,) 单 调 上 升 ; 记 lima, — A, 由 于 Ag+) 一 aet", 
a A= Ae^'^, PT A — y, 0 Roo. 7g a, > 0, FU A = oo, 这 说 
8H D; AFR xc. if] F CAO FE ot SEE fi XR TER EN T ERE 
进入 循环 (Doo, AM F(f) 的 分 文 全 是 无 界 的 ,这 是 牙 盾 的 ,所 以 ， 
我 们 证 明了 
[ Guo; T co) C aD, (7 一 0， l; 2; co, p— 1), 

Ep Lan ， 十 co) 为 Dy; Di, cda. | 的 公共 边界 ,其 中 No = Np T 
P 一 l, BrEL A px 2. 

假如 p= 1. 由 于 

i= Deas Der, 
再 考虑 (8. 35) 式 得 
xy c lim fg! (— 1) 一 0 或 一 Ap 

这 与 0 和 一 z 为 广 的 排斥 不 动 点 矛盾 0 

假如 p = 2. 不 失 一 般 性 ,可 设 沿 Law ,十 co) 向 + 00 走时 ,D。 在 
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FUE ee oe h 


PaA aati 


EH, D, 在 右边 ,对 于 任意 6 € Lan, , + oo), wk 88 
z, € D, f) {z|Imz > 0}, 


使 得 Za > to (n —- OO). id Èe ~ r,e, 这 里 Fa -> Os "A E (0, 2| , 则 
f(z ) = r pnto URS Er ini.) 


从 此 式 易 见 , 当 z, 充分 靠近 如 Be REP ER. RS j ,(z,) € 
D, AE. 

综 上 所 述 , Z 为 J(f,) 上 的 淹没 曲线 .证 毕 . 

LA FHAR E u> 2, 使 J(f,) m X. 05 5 0 2, HERR 

GC) = gu d- aC + C^ u + alu))jexpaly), 

HP alu) = Cue — 2p + 2). 

3|38 8. 14. 存在 p. C 2) f$} GGO > 0(2 « 9 «— p.) 
G(x.) = 0 H GU) < 0(s £4.). 


证 明 ig 
ptal) _ | TM 1+ aly) 
g(ü0 = expa(p) 一 er expa(gu) BI 
5j WW, 
=l | £2 1+ au) 
go 208 az) PIA 一 alu) ' (uy — 1» 
= > eU J 
aC) 
ye (4-Day) 1 
4- à 2 "ago 7°? 


这 可 从 (u — 12 G4 — 2n+2) > 2(6 2922 SH. Ai g GO AMAER. 
因为 g(2) — exp / 2 — (3-27 2» «0 Hlimg(z) =+ oo, 故 存在 
B.C» 2), fl eGo « 02 pu « p.09, gle.) = 0 H eC) > 0(4— 
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GG) = (— u + aCcoDg o, 
H4 e> 2h, — u+ oC <0, 这 就 完成 引 理 8. 14 的 证 明 . 证 毕 ， 
现在 ,对 任意 固定 的 AO 2), 考虑 图 数 
h) = xz + f,(r) + 2g. 
E UU f(x) = rexph, (x). id BGO = Qê — 2)". 
引 理 8.15 在 区 间 了 = (一 Ap 十 po， 一 Ap 十 ao) REEE T, 
使 得 h, (a^ ) 一 0， 
证 明 首先 注意 
—2«— u- Big) «— 1 «— p ap). 
HAH rE IR, A!l) = (++ 2)explr + 40 20, EXC A, TE I. ERI 
上 升 . JE IR 
H (0 = Rh.(— u + BUN), 
可 以 验证 HCO) = 0, H3452 2 EE H'GO «— 0, AT, & ZB, 
H GO 383%, AAC we + BOO) = AG) <0. 由 于 及 在 TIT 上 单调 且 
h'.C— 1) E l, ER IL FE TE. x € (= p BG», E 1) Ci, 使 


h(x) = 14+ (rx + Dexp(2z’ 十 HA) 一 0， 


从 而 有 

h£) = x + Zu + rexp(r + y) 

— Qr cg» — e+ 2g 
a^ ce] 
_ OG! + go = Bw? 
T 十] 

又 由 于 8G) « x! gp, x! 10, MA OAT ASEM ST oF 
8. 15 的 证 明 . HEHE. 
引 理 8.16 W uE 2, 4.),WISD FF. 
证 明 引 理 8. 14 中 的 GC) 和 引 理 8.15 HHA, 具有 关系 
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Glu) = h,C— p+ aCo)). 
由 引 理 8. 14,24 x € (2, n.) 时 ， 
h,C— 2+ eal) > 0. 
进一步 , 引 理 8. 15 wR Ee’ € C p + BGO, — uta), 使 得 
hx ) «0, 
所 以 ,存在 zo € C— p + BGO, — p aGO) , 使 得 
h,(xy) = £o + falto) + 29 = Q0. 
H h, 的 定义 得 Sa) = xo, No ASH 2 BEI A. 59 271 18 
(f2)' (x) = LD faa) -DG-D. 
CF.) C5) =U Ae DO-PJ) 
= (] — x — 2h) (to + 1) 
= — (x, + 407 + (6 — I)’. 


由 于 GO <T tual), RINA VA G0 ] <1, BI xs 为 吸引 周 
ELA PFU FCÉ AO. WEHE. 

注 ”、 以 上 三 个 引 理 是 C. M. Jang (&31]8]2&3R. MRM"). 

由 定理 8. 15 和 引 理 8. 16 立刻 有 命题 8. 2. 

命题 8.2 Fee. 2. 使 得 jy € 2,40 R JED €. H 
R* 为 J(f,) 上 的 淹没 曲线 ， 


$8.5. 关于 完全 不 变 分 支 


一 个 Fatou 分 支 D WEE BR f 的 完全 不 变 分 支 , 如 果 


HOC DEU (OGD. 
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Bt DL E 


显然 超越 整 函 数 的 完全 不 变 分 支 是 无 界 的 . 由 定理 8. 3 的 推论 8. 1 知 
道 WR f 有 完全 不 变 分 支 , 则 FF( 让 的 分 支 全 为 单 连通 区 域 . 以 下 我 
们 称 一 点 a 为 一 个 整 函 数 f 的 对 数 奇 点 ,如 果 存 在 圆 盘 Dla, r), fih 
f (D(a, r) 8 —J55 4r x. W ,使 得 f: W 一 D(a, r)\{a}) 为 万 有 
TH an. 先 叙 述 一 个 引 理 ， 

5|388.17(Gross EH KS ARAK ec 为 三: 定义 在 内。 €E 
€ 的 一 个 令 域 上 的 函数 元 素 , 则 g 可 以 沿 几乎 所 有 射线 (W, + te”, 
OS <o € | ar, x D 进行 解析 延 拓 . 

定理 8.16 WRB RRM 了 具有 完全 不 变 分 支 刀 , 则 上/ 也 的 临界 点 
和 对 数 奇 点 属于 D. 

证 明 设 a 拉 忆 为 了 的 一 个 临界 点 或 对 数 奇 点 ,并 设 了 = Dea, 
r)\{a}, r at). WES IV) 的 一 个 分 支 , 使 得 


为 一 非 分 支 覆 盖 , 但 不 是 同 胚 ( 如 果 a 是 对 数 奇 点 , 则 请 本 ENAA 
m WR a 是 临界 点 , 则 W 是 二 连通 的 , 且 SIW 是 有 穷 叶 覆盖 )， 

固定 W RAAS bi Hb tE SO) = f(6,) = 6, ig, Xf 
Tx, H 5 = 5G = 二 1，2), 由 引 理 8. 17 可 知 ,存在 直线 段 
[bs c], c € D, 使 得 g; 可 以 沿 L6, cj 进行 解析 开拓 . 记 

Y, = g;(ib, c |) Cj = 1,2), 
Ile) = fle) —c€ D. 

HT D 是 完全 不 变 的 , 故 C] 和 C2 属于 D, 存 在 简单 曲线 yo E o5 

它 连 接 c; 和 cz. 再 由 DD 的 完全 不 变性 得 
Fr CD, 
存在 一 个 小 的 rE€ (0, r), 使 得 
Dia, 2r') () F U Y, U Ya) = o, 
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所 以 , £7 XOXG, 270NG0) 的 属于 WW 的 分 支 W 与 ”UY U7Y; 不 相 
AE GA pr 一 0, W 一 致 地 趋 于 临界 点 z2 & DIS. 选取 一 点 d € 
[5, d | a D(a, rj = a, ALé, d | (1 Ld, c] = UH 
HFS: WV 是 覆盖 ,所 以 函数 元 素 gj; WL. dj 进行 解析 开拓 ， 

我 们 得 到 两 条 互 不 相交 的 曲线 ; 
P, = g; (L5, d DG = l, 2). 


v DER b; fll d, f(d,) = fidi = d, 从 而 ,我 们 用 简单 曲线 8 连接 
d, 和 da: #78 BN) 8, = (dj) H f(8) 为 圆周 3D(a, r'). 

1H 

0; =P; UY; j—1.2 
从 而 简单 曲线 8, , 0, 和 8 具有 两 两 不 交 的 内 部 , 且 
B 1% = Ø. 
BY): o1 A Ys HBRRR: (0) = ci yl) = c, FELO, 
] | AEE t 和 t: 1E (8 
2? - TACE A — f= ty) f) (à, U 0.) = e. 
Yet) = d € Diy H Volts) = e € à. i83; EJ d; Bl c, EAE 6, 
Ju 
D-8Ue6 Ue;U? 

为 一 Jordan HA. id 4 为 其 余 集 的 有 界 分 支 , 像 7(CP) 包 含 以 下 部 分 : 

(1) 圆周 39 Da, r); 

Gi) 曲线 f(61 U 6D 是 [6, d] U b, c] 的 一 部 分 

Gii 曲线 FO) C fO CD, EF Dla, 27 AE. 
由 于 OD 是 单 连通 的 , 故 DG, 27 0 BET V NFO'08— 7 AAD xc m. 

考虑 点 

tw} = 3D(a, 27) N f» = 3D(a, 270 N Lb, d), 
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URAR C= D(w, £), 这 里 8 守 0 充分 小 ,使 得 Ee 二 xr', 且 
Cf)qeécJUfo'r»-dg, 


KG, GOA GID ADL, AUD XE. Ob, dj 中 所 有 点 的 绕 数 均 为 零 , 另 
yp, 


A. f(A) 为 开 集 ,这 是 矛盾 的 ,从 而 定理 8. 16 得 证 .证 毕 . 
从 上 述 定理 ,我 们 立刻 有 下 述 推论 . 
推论 8.4 设 了 为 超越 整 函 数 , 它 具有 完全 不 变 分 支 D. 
1) 如 有 果 VV 是 下 (有 的 男 一 分 支 (V 关 D), 则 ff 在 V 上 是 单 叶 的 ， 
2) f 没有 别 的 完全 不 变 分 支 , 即 f 至 多 有 一 个 完全 不 变 分 支 . 
推论 8.5 超越 整 函 数 的 Fatou 集 的 分 支 数 为 0, 1 或 oo. 
Baker 曾 猜 想 ; 如 果 超 越 整 函 数 有 完全 不 变 域 D, N) EH Fatou 集 
F) = D. 这 一 猜想 至 今 没 被 证 明 或 否定 . 考虑 有 限 型 整 函数 , 则 有 


定理 8. 17. 
定理 8.17 it / € 5 为 超越 整 孔 数 , 它 具有 完全 不 变 分 支 DM 
F(f) = D. 


WAR HF SES, FA 的 每 个 分 支 均 是 最 终 周 期 的 , 且 周 期 分 
文 只 能 是 吸引 ,` 超 吸引 、 抛 物 分 支 或 Siegel 盘 , 但 现在 D 是 不 变 分 支 ， 
BaF DASA aR. D ARES Siegel Sk. 这 样 ,D 内 的 奇 点 轨道 只 
能 收敛 于 唯一 的 一 个 不 动 点 . 假如 FF(f) ze D, WEERT D H Fatou 
分 支 G, 那 么 G 是 最 终 周期 的 ,但 由 于 了 的 奇 点 全 在 DD 内, 故 G 对 应 的 
周期 分 支 既 不 能 是 吸引 、 超 吸引 或 抛物 分 支 ( 因 它们 至 少 含 有 一 个 奇 
点 ), 也 不 能 是 Siegel 盘 ( 因 其 边界 在 奇 点 正 向 轨道 的 闭 包 内 ,而 现在 所 
^ 8T e SB RUE PE M ARRA) ,这 是 一 个 蕴 盾 . 证 毕 . 


$8.6 XT Julia 集 的 渐 近 分 布 
由 于 Julia 集 是 动力 系统 的 不 稳定 点 集 , 故 探讨 Julia 集 的 结构 是 


十 分 重要 的 . 对 于 超越 整 函数 而 言 , 由 于 ce 是 其 本 性 奇 点 ,因此 ,关于 
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Julia 集 在 ce 的 邻 域 内 的 分 布 和 结构 的 研究 就 更 加 重要 . 本 节 主 要 讨论 
i RE pH RY Julia 集 在 ce 附近 的 分 布 情况 ,并 介绍 这 方面 的 研究 工 
fF. | 
$8.6.1 SE 2X TER Fatou 集 上 的 增长 性 

ik D NEKAS S H Fatou 集 f( 站 的 一 个 无 界 分 交 ; 这 里 要 考虑 
的 问题 是 : 当 z E DA er okt, (f(z) | 的 增长 速度 如 何 ? 

任 取 zo € ys Ô E Z, iE 

Q(z,, 0, 6) = (z||arg(z — z) — 0| < 8), 

我 们 首先 有 定理 8.18. 


定理 8.187 设 了 为 超越 整 函数 , 目 Qe, 0, 0) C FCD , WE 
Wd’ € (0, 5), 有 


[f(z2)| = O( |z| 3) s z € Ae, 0, 6). 
证 明 B Ale 0,0) CFS), 所 以 存在 F(f) 的 无 界 分 支 Go， 
使 得 
Alza, 0, 6) CG. 


由 定理 8.3 的 推论 8.1 及 Julia 集 的 非 空 性 可 知 ,F (7 的 每 一 个 分 文 
均 为 单 连 通 双 曲 型 区 域 . 易 验 证 ,映射 
(e 7g 一 e 2, 2? =) 
(e Bz — ez)? +. 1 
把 QC, 0, 6) 共 形 地 映射 为 {lw| <1}. id 
h !(0) - qc PLETT a, à), 
由 Riemann 映射 定理 可 知 , 存 在 共 形 映射 
w = g(z);G—> {|w| <1}, 


其 中 GG 为 S(G MED FORTA, gda) = 0 H g'a) 
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w = hiz) = 


— 0, 从 而 
F(w) = g ° f ° h` (w) 


F| < |w| Gwl <1). (8. 37) 

由 于 g Cw) 为 {lw| <1} 上 的 单 叶 函数 ,因此 由 Koebe 偏差 定理 有 
(gw) — fla))g' (f(a))| x (lw| = 1). 
(8. 38) 


注意 
f(z) =g oF eh(z), 


则 由 (8. 37) TK. C8. 35) 式 得 


s z € (1,0, à). 


Fee s Iob + T2010 — I&KOTO 


(8. 39) 
任 取 z 和 (Az, , 0, vb m id 


" BE: o BN ee 
j= zZ — Zo = re » 0 = 55, A= sin 28 ^ 9° 


则 | 


AGO = [IF (cose(a — 0) /r* — iGsina(a — 6))/7 + 0(1/r*) | 


— 1 — 2(cose(a — 0))/r* + oC1/7^) 
~ 1+ 2(coso(a — 05) /r^ + oCX1/r^)' 


所 以 


1 一 "m LR dL LUE 
1 — lazy) > LARGO. 4(cosa(a — 0))/r* + 0 /r*) 


2 |. 1 + 2(cosa(a — 05) /r^ + o(1/r^) 


~ 4Mr* + 0(1/r*) 
7 1-4 2/r + o(1/r) 


从 上 不 等 式 及 (8. 390 RG 
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f(z)| = Odelo = Of |z|$]) s z € Rl, 0, 9^). 
证 毕 . 
$8.6.2 整 函 数 及 其 导 函 数 的 Julia $ 


Baker 曾经 研究 整 清 数 Julia 集 的 分 布 , 他 证 明了 超越 整 函数 的 
Julia 集 不 能 分 布 在 有 穷 条 直线 上 . 下 面 引 入 定义 . 

定义 8.1 设 .x 是 一 个 无 界 复数 集合 , 0 E A, WRR £ > 0, 
VS f| {z| large — 0| Ces 均 无 界 , 则 称 6 为 -wz 的 一 个 渐 近 方向 . 

Baker 曾 证 明 有 穷 级 超越 整 函数 的 Julia ay Aa 77 [8] 4 P^ 8 PS 
^r. f] sr, fe fo 1295 ol T FERRE RK, H Julia SOUS — TP Wr 
Ji Ij]. 这 里 ， 1e (125 & Se ee BH Julia 集 的 分 布 情况 2 全 出 最 精确 的 续 
果 . 以 下 用 f" 表 示 f 的 nn 阶 导数 , 当 n 过 0 BT. ZR 1n | BT AR SP eK 
XX. 

定理 8.1975 设 卫 是 下 级 为 一 co MRE RC LO TE TE PR DX 
aI CAH, BRGCTEHIS™) m=0, 1, 十 2,…) 的 公共 渐 近 


方向 ,其 中 mesry > r/max| 3 二 ， à| . 


2 
证 明 repro 


1) mR f WE RA <= » 我 们 将 证 明 所 有 0 € LO, 270 为 


JCf5)(n 20, c1, 4-2, * O BARNEN. 事实 上 WETIRE 
设 存在 2E LO, 270. EAR SO ,使 得 9 不 是 J(f”) 的 渐 近 方向 ,那么 ， 
对 于 某 个 6 0, JCS) N RAO, 0, 6) 有 界 .由 定理 8. 18 有 


|J"? (z)| = OC|z|"), argz = 6, (8. 40) 
这 里 为 某 一 正常 数 . 由 于 / BE FAUST BLUE. 40 56 5€ TE 
国 数 极 小 模 的 Wiman © HEF JA. 
2) 如 果 fH FRAF SEs E 
E, = (e*|0 & J f) 的 一 个 渐 近 方 向 } 
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易 见 E. AMAR T EAR. 记 
" (E. 


其 中 之 表示 整数 集合 . 显然 ,E 中 点 对 应 的 辐 角 为 所 有 J(f") 的 公共 
ADEN E, H E 的 每 一 个 连通 分 支 是 修 上 的 闭 弧 .以 下 只 要 证 明 忆 的 


最 长 连通 分 支 的 弧 长 > > 即 可 . 如 若 不 然 , 记 
7 一 {ale 为 上 的 开 弧 , 其 长 度 小 于 万 ,4 的 两 端点 不 在 EE 中 )， 


Wy Bae sr. 由 有 限 履 盖 定 理 可 知 ,存在 有 穷 个 w a, ，…， ap € y, 
使 得 
Ua, Ji. 


记 a 的 两 端点 为 em ,et(b < 6,0, HO, RE ICS) AMET I 
0;, 不 是 J(f"%w) 的 渐 近 方向 ,由 定理 8. 18 有 


[fi 0994 = OÇ |z|"), argz = 0; , (8. 41) 
JF“ (2) | = OClz|*2), argz = 6, , (8. 42) 


其 中 名 ,名 ,都 为 正常 数 . 


记 m = min (n;， nj), 于 是 
]z jm p 
f^"47?(z)-— | £s ads +c, 


HF c 为 某 一 带 数 ,上 述 积分 路 径 设 置 为 从 0 到 z 的 直线 段 . 由 此 及 


(8. 41) 式 得 
|f "477 (2| = OCz], argz = 0,. 
重复 上 述 估 计 可 得 


|J" Cz) | = O€C|z |^), argz = 0; ; 
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Hp k 为 某 一 正常 数 . 用 同样 方法 从 (8. 42) 式 可 得 
| 
其 中 k 为 某 一 正常 数 . 注意 
0, — 0, < n/A, 
由 Phragmén-Lindelof 原则 有 
| 


其 中 k = max (kı, k2). 由 于 CI ig ta S Ale Esti ST fX 
多 项 式 ,这 就 得 出 矛盾 ,从 而 定理 8. 19 得 证 .证 毕 . 


例 8.1 Mittag-Leffer ýt E, (2) = ， NE EE T <“a< 1) 
E E Pd + an) 


是 级 和 下 级 均 为 二 的 超越 整 函 数 , 且 E EAN 0, 0, Sx) 上 有 


界 , 从 而 ,存在 KCoo, fi fal eal o. 0, PES Jc an| o, 0, $7 


其 中 fal) = E.G) — K, 所 以 J (fad cn 0, 0, $7]. 
此 例 说 明定 理 8. 19 中 关于 闭 区 间 工 的 长 度 估 计 是 最 佳 的 ， 
事实 上 ,用 证 明定 理 8. 19 的 方法 我 们 能 够 证 明 下 述 更 广泛 的 结 
RR. 
定理 8.20 RB FAR A oo MRE p, WEAK 1 
R, REM OO EI, OWA 
TOA") m,n EN, k=0, 41, +2, 7) 


AY Zs 35:813 7; le], H mesy > z/max P; i HERIND Raf AMA. 


$8.7 指数 函数 的 动力 学 


容易 说 明 S. ( 仅 有 一 个 基本 点 的 有 限 型 整 函数 类 ?中 的 函数 具有 
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形式 be^ +a. 由 于 种 种 原因 ,人 们 对 指数 函数 动力 学 性 质 的 研究 有 特 
别 浓 厚 的 兴趣 ,Misiurewicz 证 明了 Fatou 的 猜想 J (e^) = «€ Jg UR 5| 
了 更 多 人 在 这 方面 的 兴趣 . 近年 来 ,关于 指数 函数 je* 的 动力 学 的 研究 
HATKE 
容 的 读者 可 以 参考 书后 有 关 文 献 . 


$8.7.1 Fatou 和 集 的 分 支 


对 于 fi(z) =*AE 客 ), 它 只 有 一 个 渐 近 值 奇 点 0, 由 定理 8. 13, 
FCÉO 3e ZR —^r EB. 由 于 RAIA RPO ARS 
分 支 ,又 由 于 有 限 型 整 函 数 没 有 Baker ^b Xo dk FU 关 C 时 ， 
FIDA — TAHT X. EERI OP a SM Siegel 盘 . 以 下 记 


D, = (A € Se 有 一 个 吸引 不 动 点 }， 
易 见 ,此 集合 还 有 另 一 个 表述 : 
D, = {AE EJA = te’, + 为 单位 贺 盘 内 一 点 }. 


定理 8.21 (fi) 仅 有 一 个 分 支 的 充 要 条 件 为 
AE D, y (e !j. 


证 明  AEAC€D,U(e ), WMAs red —1,x— D. AW 
4 5g E =e 的 特征 值 为 1, 所 以 属于 FC(fi) 的 一 个 分 文 G ,或 
$€20G., HGE f BJARAEAT x. 由 周期 分 文 的 分 类 定理 ,0EC 上 且 
fi(G) = G\{0}, RAR G 中 的 =; 充分 靠近 0, 使 得 对 fi' SERA X 
有 fi'(z1)EG. 绕 0 点 解析 开拓 fx', 可 得 f£ 的 所 有 分 支 均 有 
fri@) EG. 从 zz 开始 ,在 G 上 解析 开拓 方 :! 可 得 : 任 取 > € GN(O), 
Ji e) EG, 从 而 ,G 是 六 的 完全 不 变 分 文 . 由 定理 8. 17 可 知 ， 
F(f,) =G, 

反 过 来 ,如 果 FF(f;) 仅 有 一 个 分 支 G, 则 G 是 完全 不 变 分 支 . 因为 
f(G) CG, 且 由 定理 8.16 可 知 , 奇 点 0€G, 所 以 G 不 能 是 Siegel &, 
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从 而 存在 不 动 点 7, 其 特征 值 小 于 等 于 1, 且 当 xz E Gt, Aie) >y 
(n > œ), BK A € Di 或 者 7 的 特征 值 为 一 p 次 单位 根 , PUE P = 1: 如 
EDR WW p> 1. 存在 下 Cj) 的 户 个 不 同 分 文 Cl Gz +, CG, EMM 
边界 均 含 7. 因为 存在 角 点 在 ?7 的 角 域 4, 使 得 对 4 中 任 一 通 回 了 的 线 
段 c, 以 及 将 旋转 2n/p 角 的 线段 of, 应 (z) 在 o 和 co 上 一 致 趋 于 ?7. 假 
议和 位 于 同一 区 域 G: 中 ,我们 在 G 内 连接 c 和 的 端点 ,得 到 一 
Jordan B] HAR Y. TER. EGO — SUGECT. 7. 3x EB Y ABBE G 中 ,从 
而 也 在 F(f) 中 .继而 导出 F(f) 至 少 有 个 分 支 , 这 是 矛盾 的 ,从 而 
户 一 1， 从 此 易 见 4 一 e '. TEE. 


$8.7.2 Julia 和 集 上 的 Cantor 3€ 


从 上 一 段 知 , 当 AE | 0, L| 时 ,CA) 仅 有 一 个 分 支 Devaney 和 
Krych WR [ XH} Julia 集 7CA) 的 结构 ,他 们 证 明了 此 时 Julia 集 
JOR Cantor R. 事实 上 ,他们 还 证 明了 更 广泛 函数 类 的 Julia 
REFE Cantor 束 ,这 里 不 一 一 详 述 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 文 
BA PE Del 

首先 介绍 Cantor RAH PE. 

任 取 正 整数 N ,考虑 序列 空间 : 

Zw = (Go Sis Sey ee) (8; € Z, Is ND), 


其 中 之 表示 整数 集合 , 则 存在 一 个 自然 的 拓扑 ,使 X. Cantor $&. 定 
义 位 移 
O(sps Sis Seo ***) = (Sir Sas $44 "eD. 
KINA V me EB —4 PIT SS Cw AE ER C f 的 Cantor N-R, Am 
f(Cn) C Cy, HEFER A: zw X [0, ©) ^ C. 具有 如 下 性 质 : 
O 对 所 有 上 Ee L0, 0), 有 
(7 o h'a fe- hls, t) = a(s), 


其 中 wi dy X ior oo) 呈 Xy 为 投影 , 即 T(s, £) = S; 
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Gi) limh (s, £) = co; 


Gii) limf" (h(s, 2) = œ X} t > 0 均 成 立 . 


Cantor N- 束 实际 上 是 由 曲线 形成 的 Cantor $ , H A — 3 HM [8] oo. 
给 定 一 串 Cantor N-R Cy. ORE C^ C Cy41， 则 


Cœ = Closure { U Cyn} 
=| 
PRA Cantor W. 


以 下 说 明 falz) = Ae 


j cn t| 的 Julia RA Cantor 束 . 
FAEN N >l, RKe>l, E} 
fi€ > c + (QN + 1)z, 


R; = 


——m 


;= {2 E €|1« Rez «c, (2j — Dz « Ime < (2j + 1)z}, 
其 中 jE (—N, —Nc 1,5, N). 对 于 每 一 个 j, 我 们 有 


BUE j, kE {— N, — N +l, 


nd. N), C 保证 了 


R: C f, CR. 
定义 
R = Uj--yR;, 
H 
Ay = (€ @\fi(z) € R 对 一 切 n 之 1 成 立 }， 
能 够 证 明 Ay EMEF Zw 的 Cantor $. 


这 种 构造 法 给 出 了 “端点 ”, 即 ACs x (00) 中 的 点 . 连 在 “端点 ”上 
的 曲线 可 这 样 给 出 : 任 取 一 点 w € Ay, 考虑 所 有 那样 的 点 z € v. 
们 对 所 及 Èo, 使 应 (zx) 和 fiw) fi FE IR] — PE 3I 


S; — iz € ll Re' «c, (2j — Dz « Imz « (2j + 102) 
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中 ,可 证 明 这 个 集合 是 一 曲线 族 , 目 具有 Cantor R PRE KHER. 图 
8. 1 所 示 为 falz) = det 的 Julia 集 [Ax e. 


we — 5 


8.1 f(z) = àe AY Julia $, A — =, 其 中 包含 一 个 Cantor X 


$8.7.3 Julia 集 的 Hausdorff 维 数 


在 这 一 段 中 ,我 们 将 证 明 Ae* 的 Julia BAA Hausdorff 维 数 2. 首 
先 介绍 体积 和 Hausdorff 维 数 的 有 关 预 备 知 识 . 

对 于 & = 1，2,，…， KERMA 的 有 限 个 互 不 相交 的 紧 子 集 下 
的 集合 ; 设 Ei 表示 由 E, 中 的 元 素 并 起 来 所 得 到 的 紧 集 . 我 们 假定 ， 

Gi) B— Fis, € En, 售 于 唯一 一 个 F, € Er 

Gi) &—tF,c€ E, 至少 包含 E. 一 个 元 素 ， 

考虑 集合 已 = NE. 假设 对 于 所 有 上 及 E 中 所 有 Fo SERE 


.  mes(F,,, N F) 
den (E+; Fe) = Tey ZA, 


HB 
diam(F,) = d, — 0(k — co), 


这 里 mes 表示 n ME Lebesgue 测度 , 则 有 下 述 命题 . 
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十 十 1 


b? logA, | 
8.3 lim -pgg Z” — dim(E), 其 中 dim 表示 
Hausdorff 2E. 
证 明 我 们 利用 第 四 章 引 理 4. 5 证 明 此 命题 , AW ,构造 支撑 在 五 
上 的 有 限 测度 x. 


先 在 E 上 归纳 定义 有 限 测度 (质量 分 布 ) 序 列 py 如 下 :在 E EXE 
Mm = mes, TES? NE, E m =0,suppy, = E. 假设 已 在 E-, 上 定义 了 
测度 p19 suppza, = Erio 我 们 在 E 上 定义 pw: 对 每 个 FE€ LL, F 
在 唯一 的 Fii € Ei, 使 得 C Fi-1, 那么 ,定义 


Fa- CEF- 


fai CF, 1) E,) iios 


4 |F, = 


Fik | aE, = 0, 


这 样 就 定义 好 了 有 限 测 度 序列 pu, 我 们 说 a ST — T1 8 BR 20] RE 
n RE MERE RRS, | .fd 是 一 个 Cauchy 序列 ,这 个 序列 
收敛 于 连续 函数 室 间 上 的 有 界线 性 证 函 (CD ,由 Riesz 表示 定理 ,存在 
有 限 测度 pA OCA) = | fdr, BI pu BUF x. F BIE supp 
E. 
由 定义 ,对 fi € E,.'8 
fas OU = nua CF, N Ej) = pF), 
Pram Pid = Berm (PF = tn = ee) 


所 以 
BOE) EE pu F). 


又 对 任意 Borel 子 集 BCF,,.4 
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I -1CX 1) 


| Fa Mk] B) 
mF. n ED 


LC BD) = 


一 | i aM mes(B) = c,mesCB), 


其 中 , F,€ Ej, FCF, j >k, Bgm 
ta CF.) — c,mes CF,), p CF, 门 E: x: cymes CF, f) Bids 


因此 
mes(F;) | » | T 
IO) = | Ii mes(F, () E... mes(B) < mes( B) / 114, 
于 是 
k—1 
EG.) = i CK) <mes(F,)/ [] 4,). 
j=} 


Fb SER r > OR) FE k (Ed rd, AEE, 
则 B,C FEUD E r, ABI2A r 的 闭 球 . io 
V = U{F € En |F B(x) x Ø}, 
则 diamV < 4r, &(GB,Cr2NV) = 0, 所 以 
k 
uB (1) SAV) = >) pF) < DS) mes(F)/ [T4 


FEE, FEE pi j=] 
FCV FCV 


<= mes CV )/ ll4 < (dr)"/ 114 
j=) ji 


= n". d xxu 
iid Es 
k4 1 


)» [logA, | - qr 
«UR sn — lim “TF, RI Tim | 元 全 |= 0, 故 存在 c> 0, k 
-充分 小 时 ,4 | SEL ees 于 是 
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ECB, x )) < CP 
由 引 理 4.5 得 dim(E) Ze s. 由 于 * 是 任意 的 ,因此 命题 得 证 . 证 毕 . 
下 面 考虑 f(z) = àe, wl = = rà 一 arga, r "e arg | ， iE M 


T. = {z € @|Im(z) € I(mod2z), Rez > zo}, 


它 由 一 族 宽度 为 了 的 右边 无 穷 的 带 域 组 成 . 当 x。 充分 大 时 ,如 果 
zE Tis 则 Re/,(z) > O(e*7), 因此 ,如 果 > E T; 满足 filz} € T. 
(V n > 0), W Siz) > oo(n > 00), A x € JC. 


BLE HE T's 31 4 B t KK > 0 IEEE REE JOE PERI AE 
交 并 填 满 整个 T。, 记 这 些 正 方形 的 集合 为 也. 由 于 户 在 边 长 为 r 的 正 
方形 上 是 单 叶 的 ,由 Koebe 偏差 定理 (定理 4.5), 五 在 每 个 BET 上 
AGHA Faz K. 

定理 8.22 ADH Julia B JCS) f Hausdorff 4E 2. 

WEAR 当 zo 充分 大 时 ,对 任意 BET, 1B) CT,,BD=f,(B) 
是 一 个 充分 大 的 扇形 , 记 宛 (D) 是 TT 中 所 有 位 于 DD 内 的 正方 形 和 集合 ， 
P(D) =U {PIP € (D) C D, 则 密度 den(P(D), D) = 
A 充分 接近 于 1/4. 

现在 ,任意 取 定 B, € Pid E, = (GB 归纳 定义 EL 如 下 : 


E, = {P| 存在 Ff € E, PCE H AEI) € gq3Q»)), 


S E, U (PIP € E), E = N Ex, WH z € EBT, fi(z) € TR — 1, 


2，…， 因此 , 户 (z) ~~, ECJ), RA 8. 2. 


E | = AN OOO mes (E,, , (| Fy) 
对 任意 F, € E, 考虑 密度 den (Eri; Fi) = mes (F,) ’ 


注意 到 En OF. =U (PIP C F,, fi (P) € SOT GJ), x 
fV 44779 (| Fy) = PU, I2 因此 ,由 Koebe 偏差 定理 知道 
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= . mes(E N Fi) 
denCE,,,, F,) — = mes(F,) | 

] mes( i" (GE, N ED) 
"UK? mes(/i* !(F,)) 


1 mes(PC/i CF») 
K?  mesCfi (F,)) ' 


图 8.2 定理 8.22 的 证 明示 意图 
存在 s 0, “4k 充分 大 时 ,有 


den(E,,,, F,) žali -— e = A> 0. 


万 一 方面 , 当 z € T. t, Refil) > OCe®*), AWE, MER x € 
P, € E,, 有 


k 
AD’ 601 = [IlfAicol > 45. 


j=] 


而 (Fi) ET, damCf1QG^,) <4, 所 以 


diam(F,) < diam FAP) /min] Uf (2)] < d, = ahs. 
TA, [log4*|/|logd,| — 0(& — 0), 由 命题 8.3 可 知 , dim(E) — 2, JÀ 
而 ， dim (J (f,)) = 2. 证 毕 . 
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zo ”利用 第 四 章 $4.3 的 方法 可 以 证 明 : 若 f; 有 一 个 吸引 或 有 理 
中 性 周期 点 , 则 J(f;) 的 平面 Lebesgue 测度 为 0. 
$8.7.4 ae: 的 M 集 的 维 数 

下 面 讨 论 Xe 的 参数 平面 .在 Misiurewicz 证 明了 Jle = v 后， 
Devaney, I. N. Baker 等 进一步 研究 了 集合 

M = {AE €|JQe) = F}, 

指出 : M 是 一 个 相当 复杂 的 集合 ( 见 图 8. 3) ,与 Xe: 的 Julia 482401, M 
知道 M 是 否 有 内 点 .在 这 儿 , 我 们 利用 McMullen 的 方法 ,证 明 M 的 
Hausdorff 维 数 也 为 2. 


图 8.3 de HBS M 
在 考虑 f, GO = Me 的 参数 平面 时 ,了 的 0 轨道 起 了 重要 作用 ,由 
于 是 有 限 型 整 函 数 ,0 是 唯一 奇 点 , 则 由 Fatou 分 支 的 最 终 周 期 性 定 
理 与 分 类 定理 知 ,如 果 A AY 0 轨道 趋 于 无 穷 或 是 最 终 周 期 的 , 则 Ac 
232 


下 面 考虑 A o3B8.B 
0, £1€0), £300), ==, FAO, es 
id G,(A) = fi(0, 显然 
G， (A) = àexpG (A). 
i 
S— (A€ S|Ime E = 


m 


id I 1 EN) 
AE RES k=0, +1, rà 


AAS #S 的 包含 实 轴 的 那个 分 支 . 
容易 证 明 : 如 果 4E So, ReATEAKH.G,CO € S, 1c & n, fill 
ReG,,, (A) > exp ReG A), |[G',,,00 | & fi CReA), 1 t k xz n, AM, 
GAA) ES,  —1, 2, -- HERR GA) 一 十 olk — 09), AE M. 
设 和 为 具有 下 列 形式 的 定形 : 


{A= x + iy sors d. me — 7 <y<2ma+ 4}, 


4 4 


其 中 :为 实数 ,m 为 整数 . 每 个 这 种 形式 的 矩形 在 5 中 , 记 这 种 矩形 Q 
的 集合 为 卫 . 

5| 理 8. 18 HA CS, HA MEBARDKAH IER, ic N = 
NA, ©) 为 中 心 在 加、 半径 为 6 的 圆 域 .如果 Gl 和) 在 入 上 单 叶 , 则 对 
GAN) 中 的 任 一 矩形 Q € D, 只 要 距离 dQ, 9Gi(N)) > 2, 就 有 
Gir (A) Æ Gi (OHE N 中 的 分 支 上 单 叶 . 

证 明 ic 


g= [A= x iy pees ti, imm — F <y<2me+ 7), 
我 们 设 R 也 是 定形 ， 


R= lA— z-iy 
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prj R 也 含 于 G, CN ). ix Fp (A) = expG, (CA), fii FE Gi (GO EH 
叶 . 我 们 有 


Fai ° Gr QD) 一 (re” 


iru pur afit. ~i<o<+}, 


Eco = le lorcet, 


re "^ 


Xo Le 


这 里 C UN Gy J BRA at FAIRE N P. 
A FR fi]iE Ay = re^ H Re, > A+ e, lll A— re" € N WE: 


A«r,-—t&x« [Al « ro dc 6€, — Gr 3- )/A « argA « (41+ €)/A, 
Gai * Ge (OBET PREAH MF: 


V —(A-reflet(r,—£5)«r« etr, 6, 


E es (x — e)/A « 0 « n/A + (x + )/A), 


V! = {A = re" |e'(r, +E) <r « et! (ry — €), 


IE 


+ (n+ )/A «06 T — (n + €)/A}. 
Mic 

Cid) = Ay Fy4. CA) . 
则 Gis. TE Gr'CR) ESA, HIE Gr GORROS 


V [A — re” 


pe he r« rg, — 2 + 6, <0< 5 十 - 0, | 


如 果 取 A 充分 大 , 易 见 V 包 含 V, 且 对 于 


AE IGR), E= GA) € AR, 
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Gri (AAV 之 间 的 距离 大 于 ee". 
记 
Flys) = Gi — Ws, H,,, — Gry — Ws 
这 里 w HV 中 一 点 , 则 对 于 AE AG (CR), E= GA € aR, 有 


Ha wl = [G4 0 — w| Z d(G,,,€01), V) > een, 


|g CA — H, (A)| = |e — e] = JA— Ale** — ge^, 


由 Rouche EM Gai ° Ge (R3 Gi, RV 一 次 ,从 此 便 导 出 引 理 
8.18 的 结论 .证 毕 . 

现在 来 构造 $ 8. 7. 3 中 提 及 的 E 和 Ei, 并 要 求 对 于 每 个 ,每 个 
F € E,, Ga Æ F EHESS k AF EXER RA. 

1 A 为 充分 大 的 正 实 数 . N = D(A, 10), QET APCE A, M 
QC. S. i P EETPGCE A, 的 矩形 ,其 边 长 为 入 的 一 半 . 因 为 C = id 
EN 上 单 叶 ,cz 在 @ = Gz'(QD 上 单 叶 (由 引 理 8.15, HÆ P. LAA 
界 偏差 (由 定理 4.5), 记 

F =P, E, = {F,}, EF, =F.. 


再 把 S 分 为 了 中 的 若干 矩形 Q ,对 每 一 个 Q, 如 上 作 尸 , 记 如 此 的 
f£ Q MH P X PcQq. 

B&iERSRgXTE —-(F),E,-UF,;CE;;CEGxjx 
k — 1): Gm 在 每 个 Ff 上 单 叶 ,具有 有 界 偏 差 K. 另外 ,我 们 要 求 
Gj(F)) 是 PP 形式 的 集合 . 显然 ,对 VY AE E, GA € S. 

设 Fi 在 Ei 中, 则 Gi(Fi-1) 包 含 一 个 大 的 肩 域 . 我 们 把 那些 在 
G (F.-.) PAPER dG), Q0 5 289 Q€ P 98 iN 
2, 1(F, 42, Wil gi 5| FR 8. 18 和 定理 4.5, Gu Æ GQ) 上 单 叶 ,在 
G, (P) LAA FERAS Kx HB P «CQ. 定义 
E, = (F,|F, CF, € Eris HGF —P*CQC 2, 4Qu bh 
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H 
E, =U (IF, = E,), 


id E =f) E. 1£A€ E, GAU JRT — Q € DP. BTEAG,CO € 5S, 从 
而 Gi(4) AF <o ,由 定理 8.12 Xl, E C M. 

定理 8.23 A H MERS Hausdorff AER 2. 

证 明 由 的 构造 ,Gi(Fi) 是 如 下 形式 的 矩形 : 


P= [A= z+ iy sores ol. mz — È < y < imz 7}, 
所 以 

diam(F,) < diam(P)/ min |G} CA) | , 
而 


IG, CA) | > fe Re > fi), 
所 以 diam(F,) <1/f{(1). 


现在 证 明 当 上 充分 大 时 ， den CE,,,; Fy) SA>0. HA F, P 
WKN SER Gi FOF 


yi- [A=re" ef (A —lD<ir<etz(A+1), -2-5 gta 
且 它 包含 
fla iv] os d EE  -D,7 © R 
Viz {Aare e (Apt l<ir<e*?(A,—1), a ta AL 
计算 得 
LE. 
mes(Vi) 8 2X e% Wt), 
mes(Vi) x, * eM + 1)? — (s — D' 
8 2 À. 


这 里 与 5 无关, 从 而 与 ,FF EAT: VL 的 最 大 子 肩 形 域 , 它 
EB OV, 的 距离 大 于 4,024 k 充分 大 时 ,mes (Ti)/mes (Vi) 很 接近 1， 
mes(T, N S)/mes(T,) 很 接近 1/4( 它 们 均 与 F., E, TH) ,所 以 
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mes(T,)/mes(V,) Z2 1 — a 7 0, 
H 
mes (T, N S)/mes(T,) Z2 1/4 — B7» 0 
对 于 所 有 充分 大 的 成立, 这 里 a, BAR, Fe AR. R CP BUE 
定形 Q 的 集合 , 则 
T.NS=T,.N LU QIQ € BR), 


所 以 ,由 Koebe 偏差 定理 得 


T | mesCE,,, N F,) 
den(E,,,, Fy) = —— SEXE — 
1 mes(G,a G^) N Gia CE) 
K* mes (G: CF,)) 


1 mes(Vi N LU (QIQ € ACY D 
^ 4K? mes (V) 


= 


V 


= LC] — «) i—B|AK = a> 0. 


由 命题 8. 3 ,定理 8. 23 得 证 .证 毕 . 
$8.8. TARERE AT 


以 上 各 节 介 绍 了 超越 整 函数 的 迭代 理论 , 即 儿 到 多 的 解析 自 映 身 
的 迭代 动力 学 性 质 . 本 节 介绍 复 平 面 上 亚 纯 函 数 E OS 的 迭代 . 这 种 
和 迭代 不 是 自 映 射 , 对 于 超越 亚 纯 函 数 ,我 们 无 法 给 出 ce 的 前 向 轨道 ,就 
是 说 , 当 轨 道 跑 出 多 后 , 便 无 法 进行 下 去 . 

定义 8.2 dd f 为 超越 亚 纯 函数 , 任 取 z E 多 , 如 果 存 在 ze 的 一 
AAR U ÆU E f(z) € €(n—0,1, 25°), HIP |U} HEME, 
则 称 z 为 稳定 点 . 稳定 点 的 集合 称 为 Fatou HSH FOO E 
EJ = ENE) FRE Julia 集 . 

记 /的 极点 的 集合 为 4, 且 
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Re USA), 


如 果 AA OS, 则 由 Picard 定理 ,B 为 一 个 无 穷 集 合 , 或 者 B UR 
FIR Al co Fy RK SE ARE SR. 由 定义 8.2 可 见 Fatou 集 为 开 集 ,Julia 
HA, BCJ, S IS) CIO), fF CICA U {29}, 
Am E JC s ge. 

如 果 一 点 z EE, EO (z) = (f(z) |n € A) 为 有 穷 集合 , 则 
EK = 为 地 的 例外 点 , 记 夺 的 例外 点 集 为 瓦 (.)， 

命题 8.4 fERGEIOREBP EES, We EO (pp) 的 一 个 
极限 点 ， 

如 果 co & EU), 由 上 述 命 题 得 J(f) CB cJ» AMJIA 
是 完全 集 . 关于 周期 点 及 其 分 类 完全 同 整 函 数 的 情况 ,我 们 有 下 述 定 
RB. 

定理 8.24 ik f EUER ME eR PC HERA RE J CO E Bg jr. 

TEE p C] 3 [CIE PRN A SEIN Fatou 分 支 必 是 有 
界 旦 游荡 的 , 关于 亚 纯 函数 ,人 情况 则 不 大 相同 ,比如 存在 多 连通 的 无 界 
的 Fatou 人 分支, 因此 我 们 有 定理 8. 25. 

定理 8.25 设 上 为 任 一 目 然 数 , 则 存在 亚 纯 肾 数 fj(j = 1, 2,3 
4), 使 得 | 

D FCÉE —^h kei FE BJ UT I2 18; 

2) F(f;) 有 一 个 上 连通 的 无 界 的 游荡 域 ， 

3) F(f;) 有 一 个 无 穷 连 通 的 有 界 游荡 域 ， 

4) F(f,) 有 一 个 无 穷 连 通 的 无 界 游荡 域 . 

定理 8.26 设 了 为 超越 亚 纯 函 数 ,Du 为 f 的 一 个 不 变 域 , 即 F( 了 ) 
的 一 个 周期 为 1 的 周期 分 支 , 则 Do 的 连通 数 为 0, 1 Boo. 

关于 FF( 放 的 周期 分 支 , 有 下 述 分 类 定理 ， 

定理 8.27 设 了 为 超越 亚 纯 图 数 , D 为 (有 ) 的 一 个 周期 为 p 的 
周期 分 支 , 则 D, 为 以 下 四 种 域 之 一 : 

1) 吸引 或 超 吸 5 引 周 期 域 ; 

2) 抛物 型 周期 域 , 即 存在 z。E€ AD, f"^() 在 DD 上 局 部 一 致 收敛 
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Tm: 

3) Siegel #; 

4) Herman FF. 

MRS 的 所 有 奇 点 只 有 有 限 个 , 则 称 f E S. 我 们 有 定理 8. 28. 

定理 8.28 KAS 中 的 超越 亚 纯 函 数 , 则 SRAM. 

FRA. RER CSA EME SAH. 然而 ,对 亚 纯 函 
数 情 况 则 不 相同 ,于 是 ,我 们 有 定理 8. 29. 

定理 8.29 设 /EsS 为 超越 亚 纯 函 数 , 则 五 (六 至 多 有 两 个 完全 
INES} X. 

XT MESE eR BOR A 262] 7] ^£ TES "E SERR A 288 ,同时 
也 保持 许多 典型 性 质 . 有 关内 容 请 参见 文献 [ED BKL BKL, BKA], 
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第 九 章 ” 国 数 族 的 随机 迭代 动力 系统 


以 上 各 章 讨论 了 单个 解析 水 数 的 达 代 问题 ,以 后 称 之 为 经 典 的 达 
代 问 题 . 受 分 形 几 何 中 构造 分 形 的 近代 晴 数 系 方法 的 局 发 ,1990 年 ,局 
WERE ERASE IE T LAE HE RAE RY RO R R, g 
之 为 随机 友 代 动力 系统 .本 章 介绍 这 方面 的 在 干 工作 


$9.1 基本 概念 


设 fi PT TS fu 为 M 个 整 浮 数 或 亚 纯 函数 ,人 记 
GM 一 las Ju "** 5 Jut» 
Bi 
Su — Los fav sjes) lJ c (1,2,* , Mo i = yA Pee 

任 取 XM FH—30 c = (Jis Jas tt Jas °°) 定义 多 关于 c WY IA TR 
IN {Wiz} 如下: 

Wl(z) = fi, (2); 

Wilz) = fi, of; (2), 


Wi ' (z) =F 


794-1 


o Wilz) = 一 rg o £f O e** O Ji (z), 


xg X. (Wiz) he AEE (Woe) Ja F: 
Wenz) = (Wi) a) = file fyi ere fG. 
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ao. jir ie els 


有 了 时 为 方便 计 , 用 Wow ORR Wiz) Wd; (zx) 表示 Wo" Cz). 38 
外 ,我 们 定义 序列 {Wil GO SF: 
W xb) m Jo ads 


W «25€ -— PP x fj G)», 


Wanto G2 - js 2 W oc C2) ae Í; T UN HACE 
以 下 引入 四 个 定义 ， 


定义 9.1 He 儿 , 若 存在 zo 的 邻 域 U, 使 得 对 于 任何 o€ Sy, 
(Wil) ya ÆU EA eM, HE Montel 意义 下 , {WiU gj 
一 个 正规 函数 族 , 则 称 zo 为 多 的 一 个 正规 点 (或 稳定 点 ). 由 全 体 正 规 
点 组 成 的 集合 称 为 F 的 Fatou R, WZA FC, xii 2y F; Fatou 
& FCIRE. 的 Julia Bi (FF) ,或 简 记 为 J. 

以 后 ,我 们 把 多 中 任 一 元 素 f 的 Julia BAM Fatou BJS) fil 
FF(f;) 称 为 经 典 的 Julia 集 和 经 典 的 Fatou E, FAA J: A F, 
( 见 图 9. 1 一 9. 3). 


图 91 R= {p G) = z? — 0.3125, p(z) = z? +2) 的 Julia $8 
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R 9.2 R= {p (z) = z’, p(z) = z? — 1} 的 Julia B 


定义 9.2 rEZ, zr 称 为 是 系统 多 的 一 个 ( 超 吸 引 、 吸 引 、 中 
性 或 ) 排 斥 周期 点 ,如 果 存 在 某 个 0, € Xu 以 及 某 个 正 整 数 ,使 得 


Wo (zo) = A D + 


Hà= 0, RIAL <1, IAL = 13 [Al > 1, RA — (Ww)' (zo) 称 
为 周期 点 zo 的 特征 值 . 
定义 9.3 KY 由 有 限 多 个 有 理 函 数 所 组 成 ,J( 宛 ) 为 .的 Jo- 
lia 集 , 对 任意 一 点 ze € J C9), RUKH zo 的 任 一 令 域 , 记 
Ey = ¢\ y Uw), 


qi LM "0 


则 称 E., = U Ev 为 多 关于 ze 的 例外 点 集 , 其 中 对 Ey 取 并 时 ,U NUR 
zo AY RA SBR. 
定义 9.4 设 . 多 是 由 有 限 多 个 超越 整 函数 或 超越 亚 纯 函数 所 组 
成 , 则 复 球面 罗 上 一 点 zo 称 为 .F 的 例外 点 ,如 果 对 任何 广 E F, z E 
是 f, 的 Picard 例外 值 . 
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^. ^ 
<2 fos 
& 4» v 
e í m 
or | + 7 ~+ 
x i: 
i ! 
多 à » 
Tas È rra ie v Av 
P = N, 4 
MS "de" e yn Mi^ 
Fe) fee ray da m Ap a} 
Ss 3 
Ties! Mi ee AAG [S Tae 
nad T * wu) a Y^ 2 n z 2 
C. o. "*s qs 
I. 
(a ) J Cp) y P: ) 
S 
J 


(5) JD Jp) 


图 9.3 Js pi) 与 经 典 的 J(p1)， J(ps) 的 比较 ,其 中 
p(z) = z + 3z + 2.75, pr) = z? — 3z — 3.75 
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$9.2. AFB pm ZA IA EARS 


EX — P R RANT He BIS BE A EE BR BL GK RAE LE 221 7 7 
统 . 将 用 R 表示 有 理 函 数 , 而 用 统 表 示 有 理 函 数组 生成 的 随机 近代 动 
力 系 统 . 

iue M 个 有 理 函 数 RI, Ro …， Rw 所 组 成 的 函数 集合 . 我 们 在 
第 二 章 中 已 知 ,J(R;) 和 下 (R;) 均 在 映射 R 下 是 完全 不 变 的 . SRI ZEE 
ENLI Julia 集 和 Fatou 集 将 未 必 是 完全 不 变 的 ,它们 仅 具 有 下 述 
不 变性 . 

命题 9. 1 AXE AC) Fatou 集 F(A ASHIK, BER z 
€ F(R), BERR € 党 ,有 Ri(z) € F(A), 其 中 i — 1,2, +, M. 
同时 多 的 Julia 集 是 后 向 不 变 的 闭 集 , 即 若 > € JCA), 则 对 于 任 一 
R; € 2,4 ROR) € IA, 其 中 i = 1,2, 5, M. 

证 明 首先 由 ff( 统 ) 的 定义 ,F( 统 ) 是 开 集 . MR Ec FOOD, HE 
义 知 ,存在 的 某 一 邻 域 上 ,使 得 对 任何 o € Zu. 0 — Gis jes tts jas 
e), (W1) lU Yz;,J& — IE MUR. id 

r = (1, oa) — (1, fis fes see, dus e), 

则 rE X. 对 所 有 的 o€ Sy, (Wil) [UO 也 是 正规 族 , 所 以 对 任何 5 
€ Iu, (WRG | RQUD ;是 正规 的 .由 于 R: 是 非常 数 全 纯 函 数 ， 
所 以 RO) ROW BIR, Ait RC € FCA). 

因为 J (9 E F(R) ARB, BRL (AEA EC (A), WU] 
€ & F(A), 所 以 对 任何 R: € (R), i 1, 2, =, M, ROE 
F(R), GWAR € F(A), PRAHF F C9) f Bi I] JR AE BAT , 故 
将 含有 = RIRE) € F(A), 这 是 矛盾 的 . Mi. CAO d IS] Ja 
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变 的 .证 毕 . 

定理 9.1 iz E JR), E: WKF = 的 例外 点 集 ， 

D XE. 仅 含 有 一 个 点 , 则 存在 Mobius 变换 了 ,使 得 对 任何 R; € 
2,i1—1,2, "=, M, T'R. T^ 为 多 项 式 ; 

2) E E. 含有 两 个 点 , 则 存在 Mobius 变换 了 ,使 得 对 任何 R; € 
BR, i1=1, 2, °°, M, FoR, a T! = K;z*^, H. rH d, 为 R; 的 度 ,天 ， 为 
其 一 常数 , 且 其 中 的 正 负 号 取 法 如 下 :和 蔡 五 .包含 的 是 R; 的 两 个 不 动 
点 WRES: E E BEHE R 的 一 个 周期 为 2 的 周期 点 , 则 取 负 号 ， 
而 且 在 上 述 两 种 情形 中 ,E, 均 与 z € (A) 的 选取 无 关 ,E. 中 的 点 均 
属于 Fatou &. 

R(E.) = E, 
Ee REL), WED E E, WERO — 9. WR € € E., NAHE 
义 知 ,存在 z 的 邻 域 过 ,使 得 
c U UWz(Q). 


ac M 720 | 
A FE n SPOWRTE Sy, EE € WRU), 所 以 
有 = RE) E€ R,e WeU), 


这 与 7 e E, 相 了 矛盾 ,因此 可 知 , 对 任何 R; c R, i= 1; Ly tt*, M, 
R(E.) C E.. MAW E. 至 多 含有 两 点 ,而 R; 不 可 能 将 两 个 不 同 点 
映射 到 同一 点 ,所 以 对 任 一 R: €E BR, i= ls os TT S M, 338 E. = 
Rr (E). 

HRR E: 仅 含 有 一 个 点 , 令 了 为 M6bius 变换 ,使 得 T 了 将 E, 中 的 
那 一 点 上 映射 为 co, 则 由 E. 的 性 质 : R;'CE,) — E, A. pi (2) = I e R; 
OT (2) EE LARA MAIHE R: € R, i =1, 2, =, M, pz) 
都 是 多 项 式 . 
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MRR E: FEAA. S T ATE Mobius TET , FE E, 中 的 
PA d 3m r4 odoo.i!dp;G) = Te R.o T), FO Moz 
pi(z) 的 不 动 点 , 则 pi(z) 为 多 项 式 , 而 且 0 是 p; HHRMA d; HEA.A 
为 0 是 pi CO WIME-—S 373»! ple) = kei, 其 中 K; 为 某 一 常数 ， 

一 deg CR) , i = ]1,2,-—5,M. 4 0 Fl co FF FA EN, p:(z) 的 一 个 周期 * 
为 Z 的 周期 轨道 ; 则 类 似 地 我 们 可 得 到 ple) = Ki;z ^ , 其 中 K; 为 基 
一 常数 ， d, cid deg(R;), 1 — Ls L% wer M. 

在 情形 1) 中 E. -H Bir BS E — B5 — ^ x SET ET KR; € R, Eg. 
U, 使 得 对 任 一 R E€ Z, HA RU) CU, 从 而 对 任何 o € Sy, 
(WU) BE EU A AWU) 至少 遗漏 复 平面 上 三 个 不 同 
点 ,由 Montel 定理 知 , E, € F(). 

对 于 情形 2) ,E. 中 所 含 的 两 个 点 或 者 是 尺 ; 的 两 个 超 吸 引 不 动 点 ， 
或 者 为 R; 的 一 个 周期 为 2 的 超 吸引 周期 点 ,因而 可 以 找到 E. 中 两 个 
点 的 两 个 邻 域 U, 和 U, ,使 得 对 于 每 个 R; c B, : = ], 2, "3; M, 或 者 
有 RU) CU,, RU, CU,, 或 者 有 RU) CU,, RD CU,, Bi 
以 对 于 任何 ca € Sy, (WUD ha M WU ) 都 至 少 遗 漏 复 平面 
上 三 个 互 不 相同 的 点 ,所 以 有 E. C FCA). 

E E, 关 名 ， 则 由 上 可 知 ,R; sd ub359ST A IAS RARE 
式 为 Kiz+4 的 有 理 函 数 . 对 于 第 一 种 情形 ,我 们 取 U = \{0}, 而 对 于 
第 二 种 情形 ,我 们 取 U = © NO, 00}, 则 对 于 任何 z € JOD , WH 
Ey = E., 所 以 E. 是 不 依赖 于 点 z 的 选取 的 .证 毕 . 

由 于 E 与 z 的 选取 无 关 , 我 们 将 多 的 例外 点 集 记 为 ER). 

定理 9.2 如 果 z € ZEZ), WA 


VAY C {[ YU UW"(z)] 的 凝聚 点 集 ). 


证 明 设 zE AEC), MIHE E E JA) 及 & 的 任 一 邻 域 U 有 
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U UWz()2 {z}, 


gE E. 
所 以 存在 rzE Su 以 及 n, > 0, 使 得 
WU) D {z}, 
因此 存在 7EU, 满足 W%(7) =z, BE (Wi"e(5) . AAU 可 以 任 
意 小 ,所 以 4 是 { UU Wa"(z)} 的 凝聚 点 .证 毕 . 


命题 9.2 如果 > EJ), Wi 


—À 
S 
A 

| 
© 
- 
fi 
m 
em 
ic 

V ic 


证 明 首先 由 上 一 定理 知道 


JCZ2) C Closure( U UWz"(2)). 


o€ X,, n=O 
又 由 于 J/( 慨 ) 是 后 向 不 变 的 ,而 z € (A, 因此 有 


J C28) D { U UW,"(z)}. 
oe X, = 


最 后 再 由 (A) EAM (A) D Closure (U UW") \ ,证 毕 . 
定理 9.3 如 果 z CIA), WE 


JG) = Closure( U U Werte C2) }. 
oE Ey n0 


证 明 hFE CFR), 所 以 z & ECA), BOT ER 6C 
JCR) 以 及 的 任何 邻 域 U, 有 
U Leese 7 


TE Zu 


因而 可 找到 某 个 o € Zu 及 no Z0, 使 得 (z} CWRU), JR BD fr TE 
£ - U, 使 得 W^?) = z.ix gy = (Jis Jz» "), 出 
z= Ry e+ R, Ê), 
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Bp 
E = Rj! © eee o Re (2), 


现 取 Ci = Cin,» "ers Jes fis e), 出 é = W, Ving) (2) 5 所 以 E 是 
(U 口琴 ,ov(Cz) ) 


ae au nz) 


的 凝聚 点 . 再 由 (A) ISTAAE ME c J C90) RE ARM 


JCR) = Closure{ U UW.,-4,(z)). 
gE Zap nO 


证 毕 . 
命题 9.3 ICR) ER: W Julia , HR, € B,i=1, 2, °°, 
M, 则 
J(&) = Closure (HU Uwer( UJR)) ) 
所 以 有 


JA) D JR». 
证 明 ”由 J( 统 ) 的 定义 知 , J(R;) CC J( 统 ), 所 以 有 


a M 
JG {U UWz*CUJGD) ). 


因为 JA) REDIT , Br 
J(#) D Closure { PSS Uwe" Us (R;)) ). 
再 由 定理 9.2 An, 
J(#&) C Closure Gu Uwe ü JCR;)) }. 
证 毕 . 
定理 9.4 ZAK Julia 集 (ABSA. 
WEBB 由 命题 9. 3 知 , (2) DIR), KI (ABIES. 以 下 仅 


需 证 明 J( 统 ) 是 完全 集 . 如 若 不 然 ,假设 (党) 不 是 完全 集 , 则 必 存 在 
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E € JC) BE EARI U EE 
U NICR) = {£}. 
F&C TCA), AEE o, € Zu. 使 得 {Wi 07 EU ERRER 
的 .由 Montel 定理 知 
UW, U D € NUEZWA AR), 
而 (B®) Ce, KA 
UW, U) DANES BIA RU. 
由 命题 9. 1 知 ,Fatou 集 是 前 向 不 变 的 ,而 U N JCA) = (6), 所 以 
UW, (U) 中 仅 有 至 多 可 数 多 个 点 是 属于 J CB BK (A) th FL Be d 
至 多 可 数 多 个 点 . 但 是 JO) DIR), 而 JOROdE S6 e SE ix CJ 
的 . 这 就 说 明 .7( 农 ) 也 必定 是 完全 集 .证 毕 . 
定理 9. 5 iz R = IR, Rz, wre y Ry); ru 


Aa M i 
JR) = URP (CD). 


证 明 根据 命题 9. 1,J ABRAM REN RA 


J (R) D UR? (O(À). 


MRRP E EEJ), (HER ÜR UD), 亦 即 对 任何 R; € B, 
1 一 1，2，…，M, RE) € FCB), iE TE Ri(E) 的 邻 域 V;, 使 得 对 任 
fal o € Zn, (WIR G) V.) EER. RU WAR VIE € 
BJ 3E 38 7^ x. dE n = G, A. or), WMX Ei € (1, 2, +, M}, 
(Wz G2]U,)7 | SE TE HU. 
HH 4 i HOGRO, 2,7, MAR Gos joo s jas ot) Rd Zu 
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时 ,= 亦 取 遍 3w , 故 对 任何 0 € Zu, (QW2GO [Uo } 是 正规 族 , 因 而 有 
E € F(R), 这 就 得 到 矛盾 ,所 以 


JOR) C UR P (CZ)). 
证 毕 . 
定理 9.6 所 有 排斥 周期 点 均 属 于 Julia 8. 
证 明 设 拓 是 排斥 周期 点 , 则 存在 5 一 Gis Jas tts 00€ Xe 
DER kI0. HWE) = E.S 
gr) = R, ore R; (x), 


则 e 45 79 FB ER Bx. A acidic ii 从 而 属于 8 的 Julia 


(W: œU); ,是 正规 族 . 特别 地 , 取 
| Gs Ja» e., Ja) — (i> Ja » 777 JA L Ji Jos EU dee Ah son), 
Mi {WiC |U LEER, PFU € € Fie), 3x55 6 CUD 2E J MAM 


€ € JO) .证 毕 . 
推论 9.1 WR z ERE xs s UI 


JCR) = Closure | U UW, *(z) += Closure { Y U Wurde) fy 
ac M "n cc 2M n=O 


={k,,; Rz, +, Ry}, HMÈ2, fiti J Cy nf pA f, 
RAS MH TT 


R (z) = 42, R,(z) = zl, 


则 


KG) = | z| 一 才 | VCR:) = {2 € € [Iz] - 1) 


由 命题 9. 3 知 ， 
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JOD 2J(QQDUJGO = (ze 名 


s - 1 JU tee I lels 


üret i 二 jel « 1, U Wz WBR, W RE QU) > (o9) , B. 
RE) (00) AE AEF jis o sey 大) 其 中 4€ {l, 2] 5 ~=1, 2, 
er’ k, 使 得 


R,*R, c RW) N EE le] — 1) x Ø. 


Jk—1 


HF U 可 以 任意 取 , 因 此 = 是 {z € € ||z| = 1) HRB. 又 
由 于 {z € 多 ||z| -1cJQOO, EJERE HRA AAE, WV 
= E€ IR), Bibi JB) D |z € e| < |z| <1}, owe 


有 内 点 .因为 AMA R 和 R: 的 超 吸 性 不 动 点 ,所 以 J CAE) S RT RE 
为 全 平面 (图 9. 4). HEB. 


图 9.4 A= (z, 422} 的 Julia $, 


J(R) = t I« lz| «& 1] Be AR 
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定理 9.7 Julia 集 包 含 在 周期 点 集 的 闭 包 内 . 
证 明 id 


K = I(R)\{oo, R; 的 临界 点 和 极点 ， i= ls 2» °°" Mi, 


NJC) = 玉 . 设 6E 天 ,但 和 不 在 周期 点 集 的 闭 包 内 , 则 存在 的 邻 
域 U,U 中 无 任何 Wz 的 周期 点 ,其 中 0o 是 Xu 中 的 任何 元 素 . 设 9.9»: 
p 是 Ri(z) 的 三 个 互 不 相同 的 道 分 支 , 对 任意 o € Xu 定义 
uy o WI@) — &G) ,Bz) 一 Pl) 

BS UU Wi(z) pe Bz) — 9G) 
则 有 
M f(z) — AC) 
Wilz) = ez) + QG) gx) QG)' 
其 中 
p(z) — p(z) 
Q(z) — PZ) 
显然 下 列 两 图 数 族 的 正规 性 一 致 

(Wal) [U or (E) |Ù ) zo. 


HF ge) £0, 1, oo, 所 以 对 任 c € Eu, {g3 |U =, AER , M 
ifi (Wz(2) |U ER ae OER RA. 证 毕 . 

AS SpA RP ESRB. 1126 SUS—7- 912838 A Ahlfors 五 
p: 

gl 9.1. ib E, E; E,, E, Es 为 五 个 有 界 单 连 通 区 域 , 且 
它们 的 边界 均 为 逐 段 光滑 的 Jordan 曲线 ,它们 的 闭 包 互 不 相交 , 设 
r 0 为 任 一 常数 , 则 存在 一 个 常数 c, 它 仅 与 E; 和 rr 有 关 , 对 于 
U, = (z||z| <r} ERE aR f ,如果 它 满足 

|. (0) | 
1+ IF|’ 
则 存在 区 域 D C U, REA Ei ,使 得 f 将 DD 一 对 一 地 映射 到 Ei. 
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Q(z) = 


p T 


我 们 还 和 需 下 述 正规 族 理论 中 的 结论 ,通常 称 为 Marty 定理 . 

引 理 9.27" ib. 是 一 族 定义 在 D 上 的 亚 纯 函 数 , DCE, 则 
F 为 万 上 正规 族 的 充 要 条 件 为 :对 了 € 0, P GolI/XQ 十 |f@)|?) 
在 DD Wt ATE EBA RR. 

定理 9.8 Julai J (D) EE Fe EJ] ER 5 AHAB. 

证 明 由 定理 9.6 及 Julia 集 的 向 后 不 变性 ,我 们 只 需要 证 明 :对 
IE E E TCA), E HEIR U., HEE ARHAN. HJ CAO 


是 完全 集 , 故 必 可 找到 五 个 不 同 点 2; € JCR) NU j=l, 2,3, 4, 
5. HY <j 的 邻 域 E, = {z| |z — z; | Lori CU HiT E; 互 不 相交 . 由 


T E, ES JG), 故 对 E; 的 邻 域 BEA) — (z | E: d £l <r}, 存在 Tj» 
使 得 {Wr |BG;, OS" REER. 由 引 理 9.2 知 , 对 每 个 j, j = 1, 
2, 3, 4, 5, 均 存 在 2; € Bk; r) MER m > 0, 使 得 
| (WEY (25) | 
其 中 c 是 引 理 9.1 PRAM Re) = tt zi CHAR U. RA 
BG, r) ;将 Q AL 为 z^; , Ill Wr s ZOE U, 上 解析 , 旦 满足 引 理 9.1 中 
的 条 件 , 故 对 每 个 j, 均 存在 区 域 D; C U,, 使 得 Wes eg 将 D; 单 叶 到 
ERAJ E, Ez, E, E, 或 Es 中 之 一 , 且 D = gj( DO CB(z;,r). 由 
F E; 是 互 不 相交 的 五 个 单 连 通 区 域 , 故 仅 有 下 列 五 种 可 能 情况 出 现 : 
1) 对 于 某 个 zzE {1, 2, 3, 4, 5}, 有 
Wr (D) -— E,; 
2) 存在 两 个 不 同 的 整数 ; € (1, 2, 3, 4, 5), 使 得 
We (D,) = E; WO), = E; 
3) 存在 三 个 互 不 相同 的 整数 i, j, k € (1,2, 3,4, 5), 使 得 
WEG) = E;, Wr CD;) = F,, Wert (Dy) = E; 
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4) 存在 四 个 互 不 相同 的 整数 zt， j,k, LE (1, 2, 3. 4, 5), 使 得 
Wri (CD) = E;, Wr) CD;) = E, Ww GD,) = E, WD) = Ei; 


Wa (Do) = Ei, Wet DD = En, Wee CD) = E. 
对 于 DBR ze) = (Wz:) a) E; o D; HRE FR AUR £1 GT 
2(z) 在 五 ;中 必 有 一 个 吸引 不 动 点 , 亦 即 E, 包含 Wri(z) 的 一 个 排斥 不 
动 点 . 
对 于 2) ,由 于 W7 G21D; > E ERIH, S 
Wi QCD, H. 
Wr o WIO > E, 


是 单 叶 的 . 由 1) 同 理 可 知 , 尼 at Wh e Wz GO — 4- HERR A. 
假设 
T; = Cigs dzs ts im s e), 
T; = (Jis Jas tts Jm,’ ee), 
1 
puis m vee, Ls, 9 P jas "t, Jm,» e) E ho 


则 有 
Wut ejm We o WF?) , 


亦 即 E, 含有 WY”i*"™(z) 的 一 个 排斥 不 动 点 . 
对 于 3), 4)，5), 用 同 2) 一 样 的 方法 可 证 得 存在 某 个 ES 
AS WiC AS FER ANOS. 
由 以 上 叙述 可 知 U 含有 某 个 WiC) KHER FIL DTI. Julia S 
JR) FEAR FES 88 8] PR]. 证 毕 . 
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$9.3 BRR 5 IE AE ERR A SA 


记 = Urn Suds Ks fos rs Ju EM TERES X 
超越 亚 纯 函数 . Fatou 集 ( 或 Julia FOP C70 CK J C700 58H ER C£ 
的 Fatou $ (X Julia E) Bit SHAE, Won, FCF e Bi I8] AREY 
FEJ ) 是 后 向 不 变 的 闭 集 等 等 . 

定理 9.9 Un ze 是 一 个 非 例 外 点 , 则 


JG) = Closure { 4 UW,'G) BEER A. 


F a 


证 明 由 于 z 是 非 凝聚 点 , 故 存在 /;€ .多 ,使 得 {f-'(z)} 包 含 无 
穷 多 个 点 . 设 EE ICA). 则 对 & 的 任何 邻 域 UU, 存 在 oo 二 (hi, ks， …， 
ks) € Su, (HW? (z)1U)}s ,不 是 正规 的 ,因而 ,下 述 两 种 情况 之 


ES JA ER MOM: 
D {W IHE n 之 1 均 有 定义 ,但 UWs,(U) 至 多 遗漏 复 平面 
上 两 个 点 ; 


2) {Ws (2) )dfdETE U 上 均 有 定义 . 
显然 , 当 .多 中 仅 含 有 超越 整 函数 时 2) 不 能 发 生 . 对 于 D WA 
(UW DIN [fi C)» gj. 
所 以 存在 一 点 EU 以 及 nn 之 0, 使 得 
f; Wi) == Zo 
对 于 情形 2), 设 no 为 一 整数 ,使 得 Wi; 对 任意 n 三 no。 有 定义 ,但 Wo 
在 U 上 不 是 都 有 定义 的 , 则 必 存 在 p, 使 得 W%(p) = œ. BF Wri 
解析 的 ,W%(U) 是 oo 的 一 个 邻 域 ,而 z 是 一 个 非 例 外 点 ,由 Picard 定理 
知 ， 
prex i 31 9 UN p})) 
z ES EI EPT SG. AU GS UL PR. 
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综 上 所 述 ,无 论 是 情形 1) 还 是 情形 2),U "PAPRUB3KT ON GO! 
中 的 点 ,其 中 gc € Sy, n = 0. 证 毕 . 
命题 9.5 如 果 z CIF), Hz 为 一 个 非 例外 点 , 则 


J(F) = Closure { 4 UW. "(z) ls 
cE Sy, n 


证 明 ”由 上 一 定理 知 
J C27) C Closure { M. UW. (2) bs 


但 由 Julia 集 的 向 后 不 变性 及 z € JCF) H 
J(F) D Closure { U U W;'G) ^. 


MAF Julia 集 为 闭 集 , 故 命题 9. 5 得 证 . WER. 

命题 9.6 Ëp REDS, E F HRA. A p REF 的 例外 点 ， 
则 

I(t) = Closure( U UW.*(» T 

证 明 ”由 命题 9.5 知 ,只 需 证 明 如 果 p ERA S, € .F EH 
pe JC). WA p E f, € F 的 极点 , 则 f。f; 在 p 的 任何 邻 域 U 
内 不 是 处 处 有 定义 的 , 故 对 任何 o € Zw WIES = Gode cc. 
{W100} 汪 不 是 处 处 有 定义 的 . 由 定义 知 , P € TOF). EM. 

命题 9.7 设 J 的 Julia E, F 7 = = fi T e., Tul 则 


PD U JG. 


M 
JCF ) = Closure | U UW” UJ (fi) ). 


定理 9.10 JIA) RIES RAE. 

证 明 如若 不 然 , 则 存在 EE€ JCF), UR EIR U, EUN 
JCF) = {f}, HEC JCF), RHE o, € Su, WE: 

D W3,@ EU LXER n> 1 HAEL HUW, (02 €NUE £ 
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两 点 ); 
或 者 

2) FFERR no EMER n< n, Ws GOXEU 上 均 有 定义 ,但 存 
TE p E U, RI Wal) = oo. 

对 于 情形 1) ,有 : 


UW, QU) DIA ESB), 


由 于 Fatou 集 是 前 向 不 变 的 , 故 UW (UD) 中 仅 有 可 列 多 个 点 ,这 是 因 
AU I IF) = (£), Ai JP EAR. (BE, ICP) DIS), m 
JMEHRER, TJA. 

对 于 情形 20 

由 于 oo EJF), MHU NJI) = (£), URI ABABA 
RBH MA P € TF). 但 p EU, HU p — 8. 又 Wow(U) 是 oo 的 一 个 
邻 域 ,由 Picard 定理 知 


f), QW UNCU D) D ENUE AE BE O DJ ONCE AE BEA. 
而 由 假设 ， U () JCF ) = {E} * JF A Fatou REREPEN ,所 以 有 
f, WRU C FCF). 


这 是 矛盾 的 ,因而 (多 ) 是 完全 集 . 证 毕 . 

类 似 于 有 理 函 数组 的 迭代 ,我 们 同样 可 以 证 明 下 述 几 个 定理 . 

定理 9.11 J(F) = USF). 

定理 9.12 排斥 周期 点 属于 Julia $8. 

定理 9. 13 J() 是 排斥 周期 点 的 闭 包 . 

在 经 典 动力 系统 中 ,由 于 Fatou 和 集 是 完全 不 变 的 , 故 可 以 研究 各 
Fatou 4) x: EEA FORGE. 在 函数 组 的 迭代 动力 系统 中 ,Fatou 集 
是 向 前 不 变 的 ,我 们 同样 可 以 在 一 定 意义 下 称 某 一 Fatou 分 支 是 游荡 
BJ. 以 下 给 出 游荡 域 的 精确 定义 . 

定义 9.5 E D, Æ Fatou 集 天 (多 ) 的 一 个 连通 分 支 ,如 果 对 任何 
o € En 以 及 任何 整数 mm m0, nS0, men, WA WD.) AWD) 
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属于 下 (多 ) 的 不 同 的 连通 分 支 , 则 称 Do 为 系统 FY 的 一 个 话 沪 域 ， 

定理 9. 49 RF 中 的 元 素 So o Su 全 为 级 小 于 二 的 超越 
RR. .的 任 一 非 游 荡 域 有 界 . 
注意 Suz) = cos| 2rz + 是 | ”的 级 为 1/2,z = 0 是 广 的 一 个 
吸引 不 动 点 ,对 任 一 工地 0, Buk fea) O(n >) =, KAA FSA 
个 无 界 的 不 变 吸 引 域 ,从 而 说 明定 理 9. 14 中 关于 函数 级 小 于 1/2 的 要 
求 是 不 能 降低 的 .为 了 完成 定理 9.14 的 证 明 ,我 们 需要 几 个 引 理 . WE 
BR>0, Hs (RERE m O) 一 尺 的 > 值 的 最 小 者 ,其 中 mr(Cr) 表 
7” | S\ FE |z| = 二 rr 上 的 极 小 值 ;用 M; 表示 My CES RPM, GO 
RISE lz] = 了 ”> 上 的 极 大 值 . 

引 理 9.377 设 /(z) 为 级 p <> HER, J 

D 任 取 6 > 0, 存在 Rs 二 0, 使 得 当 尺 二 Rs 时 ,有 

M;'(R) E s,CR) x UM? COR) puse. 

HEH LOE -NRS e 8 BIER Y; 

2) 存在 Ro > 0, 使 得 当 R > R, 时 ,所 有 环 

M;'(R) S |z| <sR+ 1) 

均 含有 一 个 简单 闭 曲 线 厂 ;|f(z)| = R, Bg dfe D NO 

3) {ER £ > 0, 存在 ¢ 2 1, 使 得 当 R 充分 大 时 ,区 间 (R,R') 内 有 
一 点 尺 满足 ，; 


m,(R) > {M R) jae, 


引 理 9.479 i S ARAR, WFE AS 1,0>0, FE R> 
0, E14 R > RNA 
M;' (Rt) « (My! (R) Yt. 


运用 上 述 两 个 引 理 ,我 们 可 证 明 引 理 9. 5. 
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引 理 9.5 ik Sf, (2 FEB RM, 其 级 p; — —=—(j=1, 2, ~, m), 1c 
£,(2) = ds E Jaai li FG», 
则 存在 1 >l, r > 0, E r > r AT, iA 
Eo laler 

均 含有 简单 闭 曲线 :|g,(z)| — M, GO. HRAET 内 部 . 

证 明 应 用 数学 归纳 法 : 

D WWR m=], id M,G) = R, W M; (RD =r, 由 引 理 9.3 的 
2)U[ AI. EYE R 0,24 RIA R。, 时 ,所 有 环 


Mj) x |z| «s; (R+ 1) 
HEA ie AR DA GO] — R, BUE D ARB. RTO = 1,k = 
1, 由 引 理 9. 3 AY D FILS 9. 4 可 知 , 当 R 充分 大 时 有 
S UC p ee 
id 


便 导 出 引 理 9. 5 24 m = 1 时 成 立 . 
2) 假设 引 理 9.5 当 m = p 时 成 立 , 由 引 理 9. 3 的 3) 可 知 ,对 于 


1 
E = a COST Ose] + 


2 
以 及 充分 大 的 R, 存 在 c > 1, 使 得 在 区 间 (R，R') 内 有 一 点 R 满 足 : 
m, (R) > (Mi, GO. (9. 1) 
又 由 引 理 9.4 得 , 当 R 充分 大 时 ,有 
(M, (RYT > MODO, 


故 当 > = M: (R) 充分 大 时 ， 
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M, (rt!) > RS, (9, 2) 


我 们 又 有 RE (R, RO. 由 (9. D X A. FETE C, r+), 使 得 
M, (7) = R. 由 归纳 假设 ,存在 大 > 0, 使 得 对 充分 大 的 >, 环 Tx 
Iz| «TU ERREUR HEAR AR ED 内 部 ,并 有 

lg, G2] = M, CP) = H,z€r'. 
Hi C9. D SR RI C9. 20 348 

gp GO] z (^ M, UO Per. (9. 3) 
id 


H1 5| 8 9. 4 我 们 得 到 
(M, CO) > M, . ( ri). 
此 式 及 (9. 3) 式 意味 着 对 于 充分 大 的 r+ 及 z ET* 
gj G)| Z M, ri]. (9. 4) 


在 (9.4) 式 中 把 x 用 rz 替换 ,我 们 导出 存在 1* > 0, 使 得 当 充分 大 时 ， 
环 : 


= < |z| << peti" 
内 包含 一 个 具有 如 前 所 述 性 质 的 财 曲 线 rH 
[En UA Nn A (9. 5) 


另 一 方面 ,对 于 |z| n8 
LZ pri Cz) | < M, |, CO» 
从 而 在 映射 W = ga GO) FER (IW) <M, OO) 的 前 像 包 含 一 
个 分 支 C, G 的 内 部 包含 {lz| <r}. 由 (9. DATH, TR G TE D' B 
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内 部 ,所 以 ,在 |z| — r RED" Cae RAHAT. RAE IP 


[g541 G2 | me M, CO» z € I. 


id 
t= (c T IX. 
MAT MPR rs |z| <rt A, Mi S| 9.534 m= p + 1 ET. 


下 面 证 明定 理 9. 14. 

证 明 假如 D。, 是 F( 多 ) 的 一 个 无 界 非 游 荡 分 支 , 则 存在 o € Sy 
以 及 两 个 整数 芭 ( 宇 0), n( 三 0) m<n, 使 得 WF”(D,) 和 Wr"(D,) 属 于 
FC? —4 x D. 注意 


W^7(z) =— fi o Íi, i O see o f o W7(z), 


ix Hide = (Jis Jes wees p "tts Jas e), id 
Fle) = fi e fi ef, 
则 
Wi(z) = Fe Wrz), 
从 而 多 = F(z) dE W70D,)(C D) BRATS W20D.) (CD). OF GF) 
的 向 前 不 变性 ,我 们 有 
F(D) CD. (9. 6) 

由 引 理 9. 5 (84, W7 (D) 26 R ADER. 

又 由 引 理 9. 5 及 下 (z) 的 超越 性 可 知 ,存在 上 > 1, ro。 0, 使 得 当 
r >r rs |z| <r gA- AAA r A, H 


IF(z)| 2 Mrr) >r, z er. (9.7) 


it. 2; = E Czo) € D, 设 / 3D 内 连接 z。 和 zi 的 弧 , 则 
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y = UFO) 
为 DD 内 的 曲线 
因为 |zo| <r dz] = [Fe] > ri. MARO. DR FEA 
z! € Y, 使 得 F(z1) >r. HFG! EY 我 们 知道 7 包含 圆周 |z| = 
六 之 外 的 某 些 点 . 一 般 地 ,如 果 我 们 已 知 7 包含 某 圆周 |e) = 之 外 的 
某 些 点 ,用 同样 的 方法 我 们 可 证 明 7 一定 包含 圆周 le] = rn, 之 外 的 
某 些 点 . ERI EB Y ii [a] oo. 
ER = € Y, 存在 2 € V Rz EY, Bf F"G') =z. i0 D EH 
双 曲 距离 为 co, 则 
pp(z, F(z)) = pp(F"(z'), F"*!(2')5) 
< Pp(2', F(z')) 


-一 A — supPp(F(2'), z). 
Her, 


ANN ARLE s FO IK 0. 1 & D, id E — c NO, 1}, 上 的 双 曲 距离 为 
p: AA ED D, 所 以 由 Schwartz-Pick 定理 有 


px, For). pos Fle) ) & A. 
HFE E box i BEE ~ c|dz|/|zllog|z](G — co), 3x H e A — IE 
的 稍 数 , 因 此 说 明 
FCOz)| = OC|z|*), z€ T, (9. 8) 

EP Rk ARIE. 

由 引 理 9. 5 还 知道 ,存在 一 串 点 {z*} 在 ”上 ,使 得 

[F(z)| = Mrzi). 
从 此 及 FF(z) 的 超越 性 知 ， 
Een ll l — co (noo). 


ix 5 (9. 8) 式 矛盾 ,从 而 定理 9. 14 得 证 . 证 毕 . 
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$9.4 XT Julia 集 的 内 点 [GR1] 


如 命题 9.4 所 述 , 随 机 近代 动力 系统 的 Julia f nT VATI Es P3 ex Tid C 
不 是 全 平面 ,这 是 随机 过 代 动力 系统 与 经 典 动力 系统 的 一 个 本 质 差 别 . 
AS TS FRAT REV IO BE LIE AR A) AB SEA Julia RA A Sx fH dE ST (T AS 76 
分 条 件 以 及 Julia 集 没 有 内 点 的 充分 条 件 . 


$9.4.1 Julia 集 有 内 点 的 充分 性 条 件 


定理 9.15 RF = {fis fa} fis Je BELARRA, HHA A 
公共 的 吸 性 ( 超 吸 性 ) 不 动 点 ,如 果 太 有 一 个 超 吸 性 周期 点 户 满足 


b.€DCJGQO, XBL d Jordan M, M J C70 P3 8 B JC) xx 
^ 
E, 


证 明 RR, SAA N BA CUR TE GERE) A 2 5x E TR XE ex AE 
JG) z- €. 另 一 方面 ,不 妨 设 原点 O 是 f. 的 超 吸 性 不 动 点 ,并 且 O 
€ PCJG3O, 从 而 iC = 了 1(0) — 0, 因此 存在 原点 的 邻 域 U 和 共 
形 映 射 $:D = {|z| 1) —U, 使 得 #$(0) = 0, 而 且 对 于 = € DAS 
o fio $C) =az"(m È 2). 易 知 , 存 在 “切割 ”扇形 S$S = {z:7 < |z| < 
ras 0, 二 argz < 0) CD, RES) C FC). WR n 充分 大 ,那么 
太 (gS)) 是 一 个 二 连 区 域 , 其 余 分 文 含有 原点 . 显然 , 当 n 趋同 无 穷 时 ， 
dist £269)», 0) 趋向 于 0, 因 此 对 于 充分 大 的 ”我们 有 
FAS) NTA) DESV NIEHS, KB ASD CFF) F 
盾 , 因 为 随机 迭代 动力 系统 的 Fatou SE] A AE. 证 举 . 

推论 9.2 WE = {fis Jos s Sachs Jis fcc. Ju MELA 
数 , 并 且 有 公共 的 吸 性 ( 超 吸 性 ) 不 动 点 ,如 果 某 个 冰 数 f; 有 超 吸 性 周 
期 点 p;, 满 足 p; CC CIS)GHAi), XET Æ Jordan MMW AF 
NR MIF) AS. 

证 明 注意 到 S f os fu 的 公共 吸 性 ( 超 吸 性 ) 不 动 点 是 稳定 
4 AL F(A) AS. FHM. IAD DIG, f). 由 上 述 定理 可 知 

265 


J CZ )8 HV s. 证 毕 . 

由 定理 9.15 的 证 明 还 可 得 到 如 下 结果 . 

推论 9.3 US =e f. Fis f; 都 是 亚 纯 函 数 ,并 有 公共 的 吸 
性 ( 超 吸 性 ) 不 动 点 ,又 假设 J(f;) 连 通 ( 或 局 部 连通 ). 如 果 S 有 超 吸 
性 周期 点 pi 满足 ECTS), WIDAR AIF). 

推论 9.4 设 多 = (5. f f; PELHR MRS 有 超 吸 
性 周期 点 5, € DC JCÉD, XBT Æ Jordan I, Bü] J C528 ps A,B 
VD x *. 

以 下 命题 是 对 两 个 函数 az? 和 bz? 所 生成 的 随机 迭代 动力 系统 的 
Julia 和 集 的 刻画 . 

命题 9.8 iX P = (az’, bz’), $Æ lal < 15|1(ab 关 0), 则 


HP) = (p S lel < irh 


证 明 首先 我 们 证 明 


JG, ket) = ups | «1]. (9. 9) 


这 里 [A] > 1. 由 Montel 定理 易 见 


ia <q} F(2?, àz*), (|z| > 1} CF, de’), 
(9. 10) 


男 一 方面 ,所 有 交 周 


Iz:lz| = Piet ete td, ae E eee ee 


是 (|z| = 1} CJG, Az) 的 某 个 Wi 的 逆 像 (o € 25,n € 1), A 
由 命题 9. 3 知 这 些 贺 周 包 含 在 J(z?, 2?) 中 .我 们 注意 到 [0, 1] 中 任何 


实数 可 以 表示 为 无 穷 级 数 > ,六 (zs 一 0, 1), 就 是 说 ， 
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ett b Xn mn << n) 


可 以 通 近 [0,，1 Pee SOM. 由 于 Julia 集 是 闭 集 , 因 此 由 (9. 100 3X RT 
得 (9. 9) 式 . 

对 于 一 般 情 形 ,我 们 利用 J Cf Ja) = rI o f, o Y, Y 。 = 
Y"')), XX H (2) = az. 由 (9.9) 式 ,有 
"Ln ME, 
r3 A 
1 昌河 
一 LET E sx ul 
此 即 所 证 . 证 毕 . 

zal = bl. I JC) = J (az) = uu = ul 

类 似 的 证 明 不 难得 到 命题 9. 9. 

命题 9.9 如 果 jbl o 1.22, M 


JG) = y^|7|2*. 


JG", bz", =e, bz") = T S Iz | <1}; 


若 lel <1, 则 


J(z^, bz", +e, Tlg") = ux | z | <r) 


§ 9.4.2 Julia 和 集 没 有 内 点 的 充分 性 条 件 


定理 9. 16 ib 2 — { (Ris Ra}, R; =P R, SX LIIS 


Jf H degQ; 一 degP, > 260 = 1, 2), Mik deg R, —^n--222, 
deg R, = m+2>2, WM X dist (Ji), Ja) 2 cD) + 


c(m) Df»), Ti) J(R) 没 有 内 点 . 此 处 ca) = —— "rd. 


Intl + lên E 28 
D( 族 ) 和 D(Cf;) 分 别 是 J( 放 ) 和 J SON BE. 
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为 证 明 此 定理 ,我 们 需要 如 下 一 些 引 理 . 

引 理 9.6 iE — {Ri, Ris s RR cns Ru 都 是 有 理 函 数 ， 
REE RRO EBON FAAS, FAR OQNFCR))CAaN 
F(A) Xt i=1, 2, 7, M 成 立 , 则 J CAO BCB PILAR. 

证 明 ie eC JIA), May EQN FCA), z, EECA), 3X HEC) 


是 多 的 例外 点 集 , 假 定 避 是 > 的 任 一 邻 域 , 则 由 定理 9. 2 知 , 必 存在 
c€ X,fün € 满足 UN (UW GO) 天 他 ,由 数学 归纳 法 易 证 


W;"GO C FG), 从 而 U SABER. HU 的 任意 性 知 ,z RECA) 
的 内 点 . 证 毕 . 
引 理 9.7 if = az" +--+ t az + ala, £0), HD MRA 
J(f) 的 直径 (以 下 同 ), 则 存在 仅 依赖 于 的 常数 cln), 使 得 对 f 的 任 
fl^ QU |z 一 入 | ZcG0DODO 时 ,总 有 |f@) Al S4lz- 


Q1. SER E RITR = rs 


证 明 设 @ 是 7 了 的 任 一 不 动 点 , 令 Y(z) =z 一 Q, 则 原点 是 7 / 
7: 的 不 动 点 ,因此 ,不 失 一 般 性 我 们 可 假设 Q = 0. 在 此 假设 下 ， 


f(z) = zla"! + ana? 十 … aj). 
考察 方程 
ae Ge ay = 0. 


Ww Tis Las "T. Xs_1 是 上 述 方程 的 根 , 则 


a; vmm . 
z—CDU 2, nn e a 


J, 95 J, OAS) 


Lar xg l E 
iem S | | De, : = ], 25 **,2— ] 
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由 此 我 们 得 到 


M. m 2 
f| = la,.z||1-4- — eec = 
| Anz az 


= janz" I| 2 E + 


[z| la| * D 


E 


lp ee Sl ee 


xz? 


= |z|m 


此 处 (xX) = 


fef] E WEHg 24 r > 0 充分 小 时 , m (zx) 宇 4. HE, S r= : 7 
则 (1 Hoyi — ens 因此 ,我 们 只 需 证 明 


1’ 


|a,, | D" 


上 式 成 立 的 一 个 充 要 条 件 是 


| es "— (9. 11) 


| 1 | 
y X NE V la] (n — 1)D. 


由 下 面 的 引 理 9.8 知 V lal D 4, 从 而 我 们 断言 y< In(4/3) BR 
(9.11) 式 中 另 一 不 等 式 ,进而 导致 m(z) > 4. 就 是 说 ,如 果 


ER < mU) 
z| m—1 `œ n-li 


WI | S4lze|. Ren) = aa 则 显然 当 |z| 2 cG0DCP 时 ， 
Alf Cz) | Sale|. 这 就 是 我 们 需要 证 明 的 .证 毕 ， 
引 理 9.8 ef = az” +--+ 十 az +a l(a, 天 0)， 则 
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DG) > 一 “一 . 


|a, | 


证 明 Xta— Va, SY) —az, UY. f » Y RE SMR, 
并 且 显 然 ,JC —9 Y US fey), 因为 首 一 多 项 式 的 Julia HE 
径 大 于 或 等 于 200 ,从 而 有 DOO > 3r "E 


EV a, | 


yf a to oe Faz 十 ao QG) 
5329.9 i f= bizt +o + biz + b, = Pe 


处 5,250, Os b zn, 则 存在 仅 依赖 于 的 常数 c(n) ,使 得 对 f 的 任何 
AZ Q,Uiz—Q|zcoG0DCGOD Wl S |f(z) —-Q}] S4|z—-QI. 
实际 上 我 们 可 取 c) = 一 一 
In| 1 十 len + 28 

证 明 我们 可 以 假设 P(z) 不 是 常数 ,因为 这 种 情形 已 在 引 理 9. 7 
RHE. S Yle) —2—Q, MY -foY'=QO,)/P, fhJ& HERK, H 
deg (Y » f ° Y^) =n + 2, degQ, —degP, —2, 因此 不 妨 设 和 QQ = 0, F 
则 用 7Y。f。7Y RE f ETIE. RK OE Sf MF Julia S& | B 73 [n] 
前 轨道 有 界 的 点 的 全 体 . 由 假设 


z(t F aaz F da) 
b,z* — Tu 十 bz + b, : 


f(z) = 


考察 方程 
zt) ans 二 十 a = 0， 
由 引 理 9.7 的 证 明 可 得 CD = DU) 
(Cz) | = pt F ant H oer + ay | 
D 


Iz] 


+1 
> ep 2 — | 一 |1 十 | (9. 12) 


由 假设 可 取 w EKA, 使 得 lol 7, 考察 方程 
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ent? 十 d. Et o 十 十 az 


bizt + - + biz + by 


Bp 
z"'*-Fa, z" Te Ca, — wh, )z* d.e. (a4 — wb, )z— «b,— 0, 


易 知 |bow| < D, 从 而 lbo) < 2D'*'. 一般 地 有 


la; — «b, | x a3 uen oe TE 
n | 
因此 
a1 <2] "i4 dt e es i= l, P ee, k. 


由 此 可 得 
| PG) | = [biz tee d-biz +b | 


by b 
bt dA 
之 x 


= z|' 


| -1—(QG-—1; n+2—k 
<2\2|*| der 1) prap | De 
i ia pean ee 
T A 
n+l 
Dre (^ 7) | D 
HTA pe: 
tet E HE 
2| r p f dpt did D 下 十 1 一 《让 一 1) 
(O7 D Hb nt H 
7 Rel a DD ntl— a co | =] 
+| Me = teH A 
| n+?2—k D (7274 | n+2—(k—1) a 
‘Maa "5 o» zl. 
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EX n+] ER ile 2] 
eu E TE 
isset Br up 一 2123 D. .. 
上 式 与 (9. 12) 式 结合 可 得 
|Qce) 
J) | P (z) 
| | D | at | 
a+] 7 nd-2 
d 2| i+ +(1+727| — Qu 37-2 
Iz | |z | |z | 
D 
= iz|pe ru 


x[2 EN (1 十 z)*!] 
此 处 pla) = 2 十 z)r+l 十 (1 十 z)"+2 一 (202 十 3)z 一 2 


剩 下 的 是 要 证 明 当 z > 0 充分 小 时 , p(x) > 4, BI] 
Br) = 22201 dx) 8 ae 
— 81 + z)" + 8(2n + 30241620, (9.13) 
注意 到 0(0) = 0, 为 使 上 式 对 充分 小 的 z 成 立 , 只 要 
1 
一 8 十 2)(1 十 z) ”十 8422 十 3 之 0. 


1 
Ini 1 十 
利用 数学 分 析 的 方法 可 证 当 并 过 "1 sien) BIS 0 (0220, 
从 而 (9.13) 式 成 立 , 进 而 导致 oC) 4. 取 m= H, 
i aro] 
当 |z| > c00DCO 时 ,有 [f(2)| > |zlp 站 > 4|z|. EH. 
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下 面 证 明定 理 9.16. 
证 明 ^ 
d = dist Jf, JUD), 


(2, = z.dist(z, KG» & 5. 


fion (zsdist(z, KC» < zl 
Jg KS) (i — 1. 2) 是 f, BRE Julia 集 . 首 先 我 们 证 明 
JU dO eod. Dn. (9. 14) 
为 此 我 们 证 明 如 下 结论 : 
f; X4 CO, fS CN, i-1.2. (9.15) 
we E JFT), (Az & A, 我 们 将 导出 矛盾 . 设 Q 是 的 不 动 


点 ,因为 QI € KC). 所 以 我 们 有 |z — Q1 > 4/2. 由 引 理 9.9 得 
| f(z) xd Q, | = Alz = Qi | > 2d, 因此 对 任意 P, c KUÜF O9; 有 


fle) — PL > AG) 79,1 — 1 — P| >. 
这 里 我 们 用 到 了 这 样 的 事实 ;c(n), clm) 放 3, 于 是 D(f1) 十 D(J;) 二 
L TRAG EA, 这 与 AG € 2, 矛盾 ,从 而 我 们 证 明了 
7, Uh) Cai. 


MOR Pil > MG) — Q1 IQ — Pl > 4, 


就 是 说 SiC) & 2,, 这 与 z € N'A) HR. FR RINE T fi 00) 
C £4. 用 类 似 的 方法 可 证 f; (05 C 2.46 = 1, 2), ATO. 1 AR 
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取 Q, U N, 中 的 点 wo 使 得 w 不 是 例外 点 .由 (9.15) 式 并 利用 数学 
归纳 法 可 证 明 : 对 任意 o € 2,80 n € VA 
W;"(w) C2, U Q, (9. 16) 


Ei (9. 16) 式 和 定理 9. 2 我 们 就 得 到 (9. 14) X. 
用 30, 表示 AG = 1, 2? 的 边界 ,由 以 上 讨论 可 知 


f(G0), f.(30) C *— A UA), i=1, 2, 


故 由 (9. 14) RELA EE (0 00. fa (0 Q8 & XE FCA) PRG = 1, 
2). 由 (9. 150 KE 


fca U R.) N FCD CGO UG) NFR), i=l, 2. 
(9. 17) 


(9.17) 式 和 引 理 9.3 直接 导出 了 定理 的 结论 .证 毕 . 

在 定理 9.16 的 证 明 中 ,用 引 理 9.7 代替 引 理 9. 9 可 得 下 述 推论 . 

推论 9.5 if = ae? tee t az tao, fe = baz" 十 … + 
biz +b, MẸ dist JCS,), JCÉ2) > Pap) tiec DU. 
WIAs DREAS. 

在 命题 9.8 中 看 到 , 当 jal] z |b|(abA0) HJ Car’, AAR, 
H J(az’, bz?) 是 一 个 圆 环 . 有 趣 的 是 ,我 们 有 如 下 结果 . 

命题 9.10 it jal Æ |b| lab Æ 0), n È 3, Maz", be RAA 
点 . 实际 上 , 当 Ja] < 15] 时 ,有 


a | nf 
— || ,t= 0, i} 


J (az", bz") = iz, |z| = |al — 


(9. 18) 


证 明 i 2 = {fis fr}, fi = az", fi = be", 不妨 设 4a 二 l, 
bl > 1, 因为 利用 命题 9. 8 的 证 明 中 所 用 的 规范 法 可 将 其 他 情形 化 
为 这 种 情形 . 易 见 
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bru SN P nibns 4... 2 


= ie] «die FCP), D, = {|z| > 11 CFM), 
(9.19) 

这 是 因为 由 归纳 法 可 证 明 ; 对 任意 。€ X, n EN, A 

Wi C D, WCD,) C FER 


容易 证 明 ; 


上 FC). 


D = ME Iz] < IE 


实际 上 ,由 (9. 19) 式 不 难看 出 
f(D) CD, C FC), FD) CD, CFC). 


BR. SJO) CNG =1, 2). Bzr EANFF), w € Sr'®), 


(9. 20) 


H < |z| < 小 我 们 以 下 证 明 : 


J, Cl | Feeley els (9. 21) 


||| SL 由 (9.19) 式 得 f(r) € FP), Afi € FC. 

以 上 论述 证 明了 AR N FEED C Q N FC). 同 理 可 证 
J: D QO FCF) CAN FCM). 由 引 理 9.6 和 (9. 21) 式 知 Jaz", 
bz) 没有 内 点 ,因为 由 (9, 20) 式 知 吕 含有 稳定 点 ,利用 命题 9. 8 的 证 明 
中 类 似 的 方法 可 证 明 (9. 18) 式 ,此 处 不 再 袭 述 ， 


$ 9.5 无穷 多 个 函数 的 随机 迭代 动力 系统 


以 上 我 们 讨论 了 有 穷 多 个 函数 的 随机 迭代 动力 学 性 质 ,特别 是 随 
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ULZE RAD 71 A Ht Julia 集 的 性 质 . 在 本 节 中 , 受 计算 数学 中 广泛 运用 
的 超 松弛 法 (SOR) 的 启发 以 及 Fornaess 和 Sibony 工作 的 影响 ,我 
们 讨论 无 穷 多 个 也 数 的 随机 壕 代 动 力 系 统 . 超 松 弛 法 的 基本 思想 是 选 
择 松 弛 因子 w, 使 得 SOR 迭代 


M,x^7*" = Nx? + ab 


在 适当 的 初始 值 以 较 快 的 速度 收敛 ,这 里 Me 和 No IIN n 阶 方 阵 ,6 是 
n 维 问 量 ,松弛 因子 o REF r”. Pel HOA TUE PES EG 


tty e foes 


其 中 f(x) = MIN 2 + Mo obs 更 精确 的 描述 可 见 文献 1. 因 
此 ,从 复 动力 系统 的 观点 ,我 们 的 问题 是 对 给 定 的 松弛 因子 w 的 集合 
M ilie ER BOR (Jalo € Mj 的 动力 学 性 质 . Fornaess 和 Sibony 研究 
T EMAAR F = [J.e = (ao, as ts aa) € €^) 对 于 给 定 轨 
道 A = Ces 6, 7) € ION, S) 所 形成 的 动力 系统 ,其 中 f. = 
z tay jz! +e + az +a. 我 们 感 兴趣 的 是 函数 族 多 = 
{jc € M CIT CHI, 897) 对 所 有 轨道 Bw = (A= Ces cos oo) JO; E 
M, jE 人} 的 动力 学 性 质 . 

WU = {fili © M) 是 亚 纯 函 数 集合 ,M 是 任 一 指标 集 , 就 是 说 
多 中 的 函数 或 是 有 理 函 数 , 或 是 整 函 数 , 或 是 亚 纯 函 数 . 记 

Zu = {0 = (Jis fas es Ing DIEM, iE SN}, 


对 任意 4€ Zu. 类 似 于 89.1 中 的 方式 ,我 们 可 以 定义 迭代 序列 
(Witz SEAR (W" (2) ). 

定义 9.6 称 点 z € Mm FS 的 稳定 点 ,如 果 存 在 z 的 邻 域 
U ,使 得 对 任意 o € 3u, (WEU 上 有 定义 并 且 正 规 . 稳定 点 的 全 体 
构成 的 集合 称 为 FX 的 Fatou 集 , 记 为 下 (多 ), F(Z ) 在 多 中 的 余 集 ， 
FR FX AY Julia BiG J C9). 

类 似 于 $9.2 中 的 方法 ,容易 验证 Fatou 集 是 开 集 且 向 前 不 变 ,Ju- 
lia 集 是 闭 集 且 向 后 不 变 . 此 外 , 易 证 Julia 集 是 非 空 完全 集 . 
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由 Montel 定理 ,容易 得 到 下 述 命题 . 
命题 9. 11 RY = {fli EM dé NE SE ER CS GS ADR > € 
JC), U, Æ z HAM, M 
Ew = EN | U U WiU.) 


最 多 含有 两 个 点 . 

应 当 说 明 的 是 , 当 点 pp 是 Wi 的 本 性 奇 点 时 ,我 们 自然 规定 
W;ip)- Ø. 

3X 9.7 WR E. — UE, A z CIF) BIBLE S SR TFET 
U. 遍历 点 = 的 所 有 邻 域 . 

定义 9.8 BREF) = U E, 为 .多 BP ERR. 

显然 , 当 多 是 由 有 理 函 数 构成 的 有 限 集 时 , ECZ) = EL, 这 里 > 
是 JC ) 中 的 任意 点 ; 当 57 是 由 超越 整 函数 和 超越 亚 纯 函数 构成 的 
集合 时 ,不 难 证 明 2 € ECF) 当 且 仅 当 z 是 所 有 fi (i € M) 的 Picard 
例外 值 . 

命题 9.12 KY WARS NW EARS SAAT A. 

证 明 ARE. A ECF OPS A a,b,c EEC), H 
a, b, rc 互 不 相同 ,此 时 必 有 下 列 情 形 之 一 发 生 : 

1) E, = {a}, E, = {b}, E, = {c}, XE zis m z3 € JCF), H 
z; Æ z,(0 5) 3 

2) E, = (a, b}, c € E,,z,, 2; ESF), Hz E m. 

在 第 一 种 情形 下 ,由 (多 ) 的 非 空 完全 性 ,我 们 可 以 进一步 要 求 
z, 45 00, z, 6 a, z, 7^ a. HE, = (a) TA FE z, 的 邻 域 U. 使 得 
Y UW. RE a. 此 时 ,如 果 对 任意 "E Zu. (QW HEU. EAE 


义 , 则 UWzQU, 438 ^ z z PD UR ORIS AOI z XH 
JU, UW: A z 的 某 个 邻 域 U,, 当 然 含有 ,时 UUW?(U,,). 但 
BTE = (9)， 故 ,YUW;(U.,) 最 多 漏 掉 一 个 点 5, 因 此 含有 a 以 上 
论证 说 明 , UWU DE aF. 
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WERTET a= Gis jas ets or € Xo {Wi} HEU. 上 不 总 是 
有 定义 , 则 必 存 在 ”E N, (E14 W EU. EA a WES pE 
U 为 极点 , 即 W;(p) = oo, JE EL 户 ,是 超越 整 函数 或 超越 亚 纯 函 数 ， 
从 而 W U ) 必 定 含有 z: 或 za, 这 时 由 以 上 讨论 导出 矛盾 . 

在 第 二 种 情形 ,可 进一步 要 求 z 6 00, zs Fa, b 类 似 的 方法 可 
导出 才 盾 ,从 而 命题 得 证 .证 毕 . 

定理 9.17 WF = {fili € M) 是 有 理 函 数 集 
例外 点 集 , z € IF). 

D ZR E. AETA M 
i EM, Tofi T RESTA. 

2) WMR E. 含有 两 个 点 , 则 存在 Mobius 变换 了 ,使 得 对 任何 
i EM, T° TI(Cz) 一 天 zz 其 中 四 为 护 的 度 , 天 ,为 常数 . 如 果 
E. 含有 ;的 两 个 不 动 点 , 则 符号 取 “ 十 ”如果 E 含有 ;的 一 个 周期 
为 2 的 周期 轨道 , 则 符号 取 “ 一 ”. 

我 们 知道 , 当 .多 是 由 有 理 消 数 构 成 的 有 限 集 时 ,E. 与 zx € JC) 
的 选取 无 关 , 且 E. CRS). 4 F 是 无 限 集 时 ,有 例子 表明 E. 依赖 
于 oz 的 选取 , 且 E. CFF) RURAL. 

例 9.1 XX /. Co = Le, F= U.In € .Jr)， 则 容易 验证 ( 见 全 


题 9. 8)， 


FLF y= {|j eel ory Se >21) 


EXE, = {0, ©}, E. = {0}. BR, E, £ Eo, E, C FCF). 

尽管 如 此 ,我 们 还 是 有 下 面 的 结论 . 

定理 9.18 KF 是 有 理 图 数 集合 , 则 五 ( 史 ) CEF) 当 目 仅 当 
E, 不 依赖 于 x € JCF) 的 选取 . 

证 明 ig ECF) CRF), 我 们 要 证 明 E, = E... oh zz; € 
JCF), Fz Rack, Hag LE, WHE z HBRMU., eU 


UW;(U.,) 遗 泼 a, 从 而 遗漏 22 AAR UUW. ACE z: H 
某 个 邻 域 UL KMS AU UW:U.). Ha & E, 9X U U 


mé EM n0 
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WiU EE a A U UW U Oe as AG . Al a3 = E. HH TE 


i.z,€ FCF), XA FRBNY . E E. C E. , 同 理 E, C E. s EX E, = 
E, . 

另 一 方面 ,假设 .与 z € JCF) 的 选取 无 关 , 现 证 EC?) C 
FUF ). AAR, ARIK a E Es 但 a & FCF), 由 于 a = E, = E 故 存 
在 a 的 邻 域 Ua EE U UWUR (HE, 中 的 点 或 是 SAGEM) 
的 不 动 点 ,或 是 SS 的 周期 为 2 的 周期 点 , 即 fa =a, Kila) =a 
( 见 定理 9. 1 的 证 明 ), 这 说 明 U UWIQ. A a, X JB. 证 毕 . 

将 上 述 证 明 中 的 第 一 部 分 作 适 当 变 动 , 即 可 证 明 以 下 定理 和 推论 . 

定理 9.18” i7 BWA RWS RECS) CFO), ME, 
不 依赖 于 z E SOF) 的 选取 . 

定理 9.19 HF ETARE, WEE ZEC), W) 
J67) C LU. UWz* GO] URRA). 

推论 9.6 Uc RUEEAESdE€CJCOO.Hz& 
ECF), MI 


b E 

值得 注意 的 是 , 与 有 限 函 数组 的 情形 不 同 ,上述 条 件 = & E) 
是 不 能 去 掉 的 . 例如 , 取 例 1 中 的 多 , 则 co € 7690. 但 是 U 
已 环 。…(eo) = {00}, 其 闭 包 不 等 于 JCF). 

推论 9.7 H7 ELARRE HIRR f. HAR Julia 
集 , 则 

7(2)={U UW UJG) fma. 

上 述 定理 与 推论 的 证 明 与 $ 9. 2 中 相应 的 证 明 类 似 . 

我 们 知道 ,如 果 多 是 由 有 限 个 亚 纯 函 数 构成 的 集合 , 则 有 
JC) = US IF)) (24 57 是 无 限 集 时 ,这 一 结论 不 再 成 立 . 


例 9.2 RAE = |1- Se, = (Ln EN, na>), A 
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易 验 证 ; JOA) = (1x |z| < 2). 显然 1 E JF), 1481 & 
Us" (J C9). 

尽管 如 此 ,我 们 仍然 有 以 下 定理 ， 

定理 9.20 KY 是 亚 纯 函数 集合 , 则 

DIA) D Uf UF)); 

2) 如果 7(F)= UY no ts ), 则 


J(F)=U f?! IF). 
ie M 


fy 


PP É£r:c€Jo), 则 存在 A, "eT y REM, 使 得 = EJI, tta Ía)» 
由 定理 9.5 知 


z E ULI Sys FDS Uf OC). 


这 说 明 J C97) C UL QC». WR. 

最 后 我 们 不 加 证 明 地 叙述 下 面 两 个 定理 ,其 证 明 类 似 于 $9.2 中 
相应 结论 的 证 明 ， 

定理 9.21 KY ETARA ES, SY 的 排斥 周期 点 属于 
JCF). 

定理 9.22 WY AE ME APRES. YK) PRR Se 
HE. 
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PTE ”代数 图 数 和 代数 体 困 数 的 迭代 


EVA EAP RITE T AHRR BRE RAR KK 
AIA 162] 7J FB St 5 EH EA OF p]. BS A 3 (A I8] B.A BR 
自然 要 考虑 多 值 解 析 映 射 的 动力 系统 .近年 来 分 形 几 何 的 迅速 发 展 是 
激发 人 们 人 研究 多 值 解析 映射 的 动力 系统 的 重要 因素 之 一 ,把 多 值 解析 
消 数 的 各 个 单 值 分 支 进 行 随机 迭代 是 生成 大 批 分 形 的 一 种 有 效 的 统一 
的 解析 方法 . 而 代数 函数 和 代数 体 函 数 是 复 平面 上 最 基本 、 最 重要 的 多 
值 解析 函数 类 , 它 是 由 P. Poincaré 最 初 引 入 的 ,在 复 分 析 和 微分 方程 
理论 中 均 有 重要 的 研究 价值 . 事实 上 ,Fatou 和 Julia 早 就 涉及 了 代数 
晒 数 的 迭代 问题 ,他 们 在 研究 函数 方程 的 可 解 性 时 用 到 了 代数 函数 的 
TACK. 近年 来 ,S. Bullet", H. F. Munzner 和 H. -M，RaschIMRI 等 人 
RT AC RX eA IA ARTI A SEE BEATE A BY EA s TU EB BRE (RBA BR 
WHA RAT AREA E EB 7. 本章 首先 介绍 代数 函数 和 代数 
体 上 函 数 的 基本 概念 ,继而 介绍 代数 函数 和 代数 体 函 数 动力 系统 . 


10.1 代数 函数 和 代数 体 函数 


为 了 给 出 代数 函数 和 代数 体 函 数 的 定义 ,我 们 首先 引入 下 述 定 义 . 

ENM 10.1 Fhe, wH Ge, zw) 分 别 是 次 数 为 degF fil degG 

的 w 的 多 项 式 , 其 系数 是 z 的 亚 纯 函数 ,如 果 存 在 系数 为 x HL 
Fiz, w) = G(z, w)G, Cz, wW), 


WE GG, wÆ FG Ww WRAT. WR FG; 世 ) 的 因子 只 有 其 目 身 和 > 
的 亚 纯 函数 , 则 称 Fm. w) 是 不 可 约 的 . 
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(RRB R BE H AB BY 297; Fe 


gz w) = A,(z)w'-- A, ,(z)w" + e + Aj(z) = 0 
(10.1) 


hice J Fine LBJ » ERIR HP ACG = 0, 1, 0 是 > 
HERR LAE HIE SIC. 注意 , 当 v — 1 Af, wed iB 4E E a R 
WM. S Aj(z)(j — 0, 1, n, 00 全 为 多 项 式 时 , 称 wie) HRR 3G 4 
A, G) BE E SAT, OK vw CO ARB ER IC, ETE ATH BR TT RIRE 
VE FC i orb DL TORRE Z7] B XL 
PE) = w'-FA.,G)w ! + e + Ae) = 0， 
(10. 2) 


其 中 Aj(z)(j O0, ,2 一 1) 如 上 定义 .特别 地 ,如 在 (10. 2) 式 中 至 少 
有 一 个 A; (z) 是 超越 整 上 图 数 , 则 称 w(z) 为 超越 整 代数 体 函 数 . 
任 取 一 对 有 穷 复 效 (zo，zwo) ,如 果 它 满足 不 可 约 方程 (10.1), 即 
PLzoyz0o) = 0， 
上 且 假 如 进一步 有 
B. (2:110) Æ 0, 
M H pa eR R E E, F EE A AE T R R R Cwl), B, CoD) A F 
(10. D, H wlz) = w, EHER z € B, GO, § qXz,w(z)) = 0, 这 
里 B, (z9) = {|z — z| <r} 是 一 个 以 zo 为 圆心 .以 > 为 半径 的 某 个 小 
下 列 三 种 点 称 为 临界 点 : 
(i) z = co; 
Gi) A,C2O BR ; 
Gil) 使 zo, w) #0 q/ Geo, w) ZEN BUS zo. 
所 有 临界 点 的 集合 记 为 S:, 并 记 了 - = ES.. RNA EH 10. 1. 
定理 10.1 任 取 zoE7-，, 恰 存在 "个 判别 的 解析 函数 元 素 
(wj(z)，B,(zo)) G=1, 2, °°, y) 属于 方程 (10. 1). 
WEBA HF € 7,, 计 及 代数 基本 定理 知 ,v 次 方程 
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PC Zw) — A, (zo) w" + A, (zo) 十 cic 十 Ao (25) = 0 


4548 v AR Lf B AR UE Gi) 4A, a o 个 根 相 互 判 别 . REISS DP AT 
(zo, w?) G= 1, 2,2, »), Hw’? G= 1, 2, 2, 1) 为 上 述 方程 的 
根 . ALA EFIE TE r PRAT PK BX RR (wC), B,(z00 G= 1, 2, 
oo, V) 属于 方程 (10. 1), FFA wj(zo) = wj. WEHE. 


把 方程 (10. 1) 的 所 有 解析 函数 元 素 的 集合 记 为 4= (we), 


B,(a)), a € T.), 易 见 4 中 任 一 元 素 可 在 T. 上 任意 解析 开拓 ,所 得 的 


解析 函数 元 素 仍 在 4 中 ,上 且 4 中 任 两 个 元 素 可 互相 解析 开拓 . 

下 面 介 绍 在 临界 点 处 的 函数 元 素 ， 

FORE IB em, ww) = 0, e, Gs w) = 0 H Ale.) Æ 0 AM (Ce, 
scl RT. A zo SFL) AS By Ceo) = B, G4ON Go) ,并 取 B. GG) A 
直径 , 它 由 两 半径 mw Alo, 构成 ,把 B,(zo) 分 为 两 个 半圆 U: 和 UU:. 由 定 
理 10.1 得 ,在 Ui: 上 每 一 点 z 处 恰 有 vv 个 判别 的 解析 函数 元 素 (w}(2)} 
(J — 1542, e+, 4) ;同样 ,在 Ut: 上 每 一 点 zx Abtei v TFG BY ETT ER 
数 元 素 {wi (z)} G= 1, 2, 7,0. 它们 均 从 属于 方程 (10. 1), 即 均 为 


A 中 元 素 . MER wi (z), 并 沿 某 一 途径 将 其 解析 开拓 ,如 果 这 一 途径 
穿 过 a, 则 所 得 Uz 上 的 解析 函数 元 素 必 与 wi(z) G= 1,，2,*…, v) 
之 一 相等 ,不 妨 设 wi(z) 沿 一 途径 第 一 次 穿越 a, 解析 开拓 得 到 元 系 
wiG). 适当 选 好 序号 ,可 设 w!(z) 通 过 这 种 解析 开拓 得 到 元 素 w?(z) 
Q — 1, 2, =, v»). 再 把 wi(z) 沿 一 途径 穿越 a 回 到 Ul 上 的 起 始点 进 

行 解析 开拓 ,但 所 得 解析 消 数 元 素 未 必 仍 是 wi(z), 只 可 能 是 wi(z) 
(7 — 0.2. 5.9) 中 的 某 一 个 .这样 绕 zo 反复 开拓 , 必 有 一 次 要 得 到 
vl GO , FERDA RR AOA SY), EBM wl GO H1 DE xo HF 
拓 à TRA RES B «o1 Cz). 3d. 4;C0 — A; v) 2 wl GOOSERNE APR, Mi 
wi(z)( —1,2, +, y) 被 分 为 有 限 组 {wi,(z)) G — 1,2, 7D. 8 
组 中 元 素 可 通过 其 中 一 个 绕 zo 解析 开拓 依次 得 到 . 现 设 wi(z)，…， 
wa(z) 为 其 中 一 组 , 即 从 wi (z) 出 发 绕 zo 解析 开拓 依次 得 到 ws(z)，…， 
walz), wi(z). 记 之 一 Zo —t,hir:£2&:—oft£—JABI.z 统 z = zo 和 转 
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4 周 , 故 复 合 函数 

wlz) = wi, + CU) = wy Ct) 
在 1 平面 上 1 = 0 处 的 一 个 小 穿孔 邻 域 B,.(0) 上 单 值 解析 , 以 下 说 明 
t=O Aw (1) 的 可 去 奇 点 . 因为 ALGO 40, 选取 充分 小 的 ro, 使 当 
dE as B, (20) = {|z — Zo | < ro) 时 ， | A,(2) | >c>0H PAESI < 
K <œ, j= 1, 2, =, »— 1l, 故此 时 


aua ar e (z)) + vee + Ao(z)| 


| cer, (z) | = 


« ta + [eo (aD E E few, C) | 7970). 


PM |o C2) 1 Bits [n GO SË, FAH [een (2) | max (1, 空 ]， 


Ay ar s. 
现在 wy OTRA B6(0) 上 的 单 值 解析 函数 , 故 它 可 表 为 By (0) E 
w(t) =a) + at + art 4, 
其 中 T 为 某 一 目 然 数 ,ao， drs r41’ Ae PH T w GO TE BL X 
B, (zo) 上 可 表 为 < 一 zo B A CREDI: 


wi(z) 一 ao 十 ai(z — Zo) 二 Qari(z — z,)8* Fe e, 


这 个 震级 数 也 称 为 Pusieux 级 数 , 它 代表 从 属于 方程 (10. 10 — 71 B8 
数 元 素 . 注意 它 是 4 值 的 ,如 把 B. (zo) 沿 一 半径 割 开 , 则 wi(z) 分 裂 为 
A 个 单 值 解析 分 支 , 且 绕 zo 解析 开拓 时 这 些 分 支 依 次 置换 , 04 A — 1 
时 ,此 即 为 一 解析 函数 元 素 , 当 和)> 1 时 , 称 为 代数 函数 元 素 . 


| | 
如 果 AGO —0, ^ = 二 ， 并 考虑 


Plz, u) = Alzu” + Ay (zou + ee + ALGO), 
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再 区 分 两 种 情况 : 
1) 如 Av Go) Æ 0, 则 同上 讨论 得 
ulz) = Co + c, Cz 一 zo) 7 Tial — zr Toc, 


pi = 1L PN EET E MN CREE LINT 
a 


2) 如 ACz) = 0, 则 取 a, 使 PCzoya) 25 0, E w= w' 十 B. 故 
D(z,w" ) m olz, w” + 8) = Ay’ (z)w' + pice T Ag (z) == 0, 
H A; (zo) AO, 问题 化 归 为 情况 1). 


总 之 ,对 每 一 点 zo。E€ €. 存在 i 个 从 属于 方程 (10. 1) 的 代数 函数 
TOR (wi (22) ,j — 1, 2, +, 1, 具有 下 述 Pusieux 级 数 表示 : 


tw, z) = bP + by? z 一 zt 十 £e, 


HEP OY, P € €, € Wine, XA =n 

我 们 用 A 表示 属于 方程 (10. DRE ASE TS BOR. zo CH PH A ERU 
元 素 称 为 等 价 的 ,如 果 存 在 zo 的 小 邻 域 B C20) ,在 其 上 它们 恒 等 . 按 这 
种 方式 把 A 分 为 等 价 类 ,等 价 类 的 全 体 记 为 .x. 通过 自然 投影 诱导 出 
A 上 的 拓扑 , 易 验 证 .x 为 一 个 Riemann ff. 34 z € T, 时 ,相应 地 在 
cx WE v NR z € 多 NT 时 ,相应 地 在 .wf 上 有 7 个 点 ELO 二 1， 
2, , LCS 并 称 z, 为 一 1 级 分 支点 . MA A; > 1, 则 称 ze 为 
一 分 支点 .总 之 ,方程 (10. 1) 所 确定 的 代数 体 函 数 是 ov^ 上 的 单 值 解析 
FR C. 有 关 代 数 函 数 和 代数 体 函 数 的 进一步 知识 读者 可 参阅 文献 T. 
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$102. 代数 函数 的 送 代 


510.21 代数 函数 的 复合 
RP, w) 为 < 各 的 不 可 约 二 元 多 项 式 ,由 上 节 知 ,通过 PG 
w)-—9 ALLE LO LAY RRR w = wlz), CME PO, wie) = 


e € €). 以 下 为 叙述 方便 计 , 在 说 法 上 我 们 把 P 和 w(xz) 看 成 同一 

^. 比如 ,我 们 说 P 的 函数 元 素 、P 的 单 值 分 支 .P 的 分 支点 等 等 , 均 是 
is ) 的 对 应 概念 . 

以 下 设 P,Q € 儿 [z ,wj 为 z 和 w 的 不 可 约 二 元 多 项 式 ,P 关于 xz 
是 4 次 的 ,关于 zw 是 ee 次 的 ;Q@ 关于 xz 是 m 次 的 ,关于 ww 是 nn 次 的 . 现 
在 给 出 复合 函数 及 反 函 数 的 定义 . 

定义 10.2 对 于 z,w EC, EX 


Pi(lgtw) = Pw, z), 


以 及 

o P(z,w) = Resultant(P(z,z), Qr,w)), 
这 里 在 构造 结 式 Resultant (P Cz, r), Q(x, ww)) 时 ,将 P, xD 
Q(x, wR H r 的 一 元 多 项 式 . 由 于 结 式 是 这 两 个 多 项 式 系数 的 多 
项 式 , 因 此 Q@。P E 多 [z,w]. 


例如 ,对 多 项 式 p(x) = a, |]] (x 一 a)) 和 g(x)= bo [| i — 5» 
i=l k=] 
可 以 得 到 


d " 
Resultant(5, q) = abi |] Hi (a; — b,) 


= a; [J q(a,;) = (— D^& TT 5c». 
由 定义 立刻 有 下 述 复合 算 子 的 基本 性 质 . 
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Du 
1) 如 果 P PiP; HQ m QQ); 那么 
Q o = (Q, g P OO € P,»)(Q, oP CQ, i P,); 


2) Efa, b € ENO), MPM w 的 次 数 为 e, QE z PX UN 

m , fit 
(Q) » (aP) = a" (Q ° P); 

D (Q PY = (— "CPT ee Q') | 

4) Cw — z) » P(z,w) = P(w,z)— P»(w0—2z); 

5) 复合 算 子 ”。 "MEA aH. 

通常 我 们 把 支点 以 外 的 点 称 为 正则 点 , 现在 讨论 两 个 代数 了 渔 数 在 
正则 点 处 的 复合 . 

定理 10.3 设 z。 是 PP 的 正则 点 ,并 且 对 于 P 了 在 zo。 处 的 每 个 函数 
TCHS. fe )HAQ 的 正则 点 ,那么 z。 是 Q@。P 的 正则 点 ,Q。P Ex, 
处 的 函数 元 素 正 是 g。j 了 ,这 里 了 是 已 在 xz 处 的 图 数 元 素 ,g NOE 
(zxo) 处 的 果 数 元 素 , 且 二 元 多 项 式 咏 。 尸 关于 > 的 次 数 为 dm RF w 
的 次 数 为 en. 

WEAR dE fc. fe P f£ zo 处 的 e 个 解析 国 数 元 素 ,不 失 一 般 
性 ,不 妨 设 zos f;GOG—10 60 及 它们 在 QQ 下 的 像 均 在 入 上 , 则 


Paes Ho, IG -—4, 0D), 
FLA c, 为 某 一 常数 ,以 及 


Q ° P(zQ,w) = c I[ QC; Ow). 


KB c; 为 某 一 常数 ,并 注意 到 QQ@。P(zo,wo) = 0 SAM 4MET jE 

(1, cr, 6) wo WET ØRA RE fj;(zo) 处 的 像 , 以 及 Q ° PG». 

w) 的 零点 重 数 与 在 zo Rw BEC X n] 48 $0 Q » P RF owBoX 

如 定理 10.3 PE, Q PX-FzB8pXAXuER Q. P) =P 
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QU KF w 的 次 数 .证 毕 . 
$ 10. 2. 2 分 支点 处 的 复合 


设 为 PP 在 xz。 处 的 函数 元 素 , 分 支 重 数 为 a, 则 在 zo 的 一 个 穿孔 
邻 域 上 ,f 的 Pusieux 级 数 可 以 定义 PP 的 a 个 解析 函数 元 素 , 如 果 & 是 
这 样 一 个 解析 函数 元 素 ,我 们 则 称 从属 于. 

更 进一步 , 设 g 是 Q@ 在 f(zo) 处 的 函数 元 素 , 并 且 f 和 g 中 至少 有 
一 个 是 代数 函数 元 素 , 即 f 和 g 不 能 全 是 解析 函数 元 素 ,那么 记 fe g 
为 全 体形 如 7 "< 的 解析 函数 元 素 的 集合 ,这 里 上 和 7 分别 从 属于 三 和 
g S3: E. fe g 表示 z 的 某 一 穿孔 邻 域 上 的 一 些 解 析 子 数 元 素 的 集 


Fas 
= 


现在 有 两 种 情况 ,其 一 是 g。Jf 是 Q@。P 的 一 个 消 数 元 素 , 即 gg。/ 
与 Q。P 的 一 个 在 zo 处 的 函数 元 素 一 致 , 其 二 是 ce f 中 的 元 素 从 属 
FQ -° P 在 zo 处 的 不 同 代数 函数 元 素 , 此 时 我 们 称 P 了 和 Q& mA e IE R 
数 元 素 分 裂 . 

以 下 考察 两 个 具体 例子 ， 

$10.1 ig PG, w)—w-—z,QG, w)=w—z, 则 Q。P(z, 
w) = (w 十 z)(w — z), IA Q ° P 是 可 约 的 ,并 且 没 有 分 支点 ;在 0 
和 ce 处 复合 会 使 函数 元 素 分 裂 . 同样 地 ,对 了 P 了 。Q(z, w) = (w— z)’ th 
有 这 样 的 情况 . 

例 10. 2 Piz» w) = w — z’, Q(z, w) =w — z +1, HJQ 
o P(z, w) —w!—z41.Qlz-l1dBHoeoX^rx &.m Q« PALA] 
和 一 1 为 分 支点 ,并 且 QQ。P 是 不 可 约 的 . 

究竟 什么 时 候 g。 上 了 才 会 分 裂 ? 下 述 定 理 表明 这 与 和 gg TE z 处 
的 分 支 重 数 和 次 数 有 很 大 关系 . 

定理 10.4 设 了 为 己 在 ze 处 的 函数 元 素 , 它 上 共有 分 支 重 数 c 和 
次 数 8,g 是 入 在 /zzo) 处 的 函数 元 素 , 它 具有 分 支 重 数 和 次 数 OM 

1) g。f 至 少 分 裂 在 T(B, 7) 个 函数 元 素 中 ,其 中 7T(B8, DRA B 
和 7 的 最 大 公约 数 ，; 

2) WÈ Q -° P 是 不 可 约 的 ,那么 g * fF 恰好 分 裂 在 T(B, MTR 
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数 元 素 中 ,每 个 这 样 的 函数 元 素 在 zo 处 具有 分 支 重 数 ayY/T OB, Y) 3X. 
Tr go/T (B, Y); 

3) 如 果 T(B8,7)==1 且 g。f 分 裂 , 那 么 存在 a 和 和 6 的 公约 数 , 使 
(8 T(B, 4) =T, k) = 1; 

4) mMRT(R,Y —1— TQ, 0), Wage A JE Q* P HE zo 处 的 一 
个 完全 确定 的 芽 , 它 具有 分 支 重 数 a7. 

WEAR 取 充 分 接近 zo 的 正则 点 zi ,设备 ，… ,是 zi 处 的 解析 忒 
数 元 素 ,它们 从 属于 LER JE {1, oh, YES n DH EGO 
处 从 属于 g 的 解析 函数 元 素 , 又 设 r 为 一 个 围 道 , 它 从 zs 开始 并 环 统 
Zo mun inr 为 I 的 k 次 重 跑 围 道 . 7i? e 从 属于 Q ° P 在 ze 处 的 茶 
TRARRE h EA g. f PREAH zo 点 的 分 支 重 数 与 下 面 给 定 的 
TUNE ERE E SE M 0 5 HT" SE RB 7 9 5. RAN. e o f A 
月 仅 当 的 分 支 重 数 小 于 ay HAAR. 

Wk = aY/TGQ, Y), HEL Wi I" SEG X (35 & EX THEM PLM 
I* 得 到 一 个 道路 , 它 围绕 f(zo) 跑 BY/T CB, MR. Mik RIB ER 
又 回 到 2,5 Aba eh E T" 的 延 拓 又 回 到 加 e é HHA 4 的 分 支 重 
PE k 的 一 个 因子 . 因为 所 有 从 ge f£ PEM ROCKY ot x 8 3 y 
ay, 由 此 即 得 到 1) 的 证 明 . 

如 果 Q@。P 是 不 可 约 的 , 则 有 在 zo。 处 的 分 支 重 数 恰 好 为 .因为 如 
来 (< 二 k&, 则 7 ? 可 i5 I" 延 拓 得 到 一 个 Wik ° js E WE JAILS! 不 是 
o 的 倍数 时 ) ,或 = 1 但 有 & 关 1( 当 i! 是 a 的 倍数 时 ), 这 是 因为 人 6 沿 
I" 延 拓 时 ,得 到 的 道路 围绕 f(z) PR 18 /a 次 ,而 La 比 Y/T(B,7) 小 ,所 
DA 1B/a 不 是 7 的 倍数 .现在 继续 前 面 的 讨论 ,因为 @Q。P 是 不 可 约 的 ， 
Q P 在 zi 处 的 所 有 子 数 元 素 是 两 两 不 同 的 ,特别 地 ,必须 有 7。 5.7 
7, * & BOIL. 这 就 证 明了 2). 

MERTE. — 1. 3EH. À TE zo IIb] A S RC k <a. 我 们 已 
经 知道 ,k 是 oY B3 —" BELT HUE kike = 0%, HR, 为 某 一 目 然 数 . 对 于 
q€(1,:*, ka— 1}, 1 ° 6 iE D^ GE Gl) ^ PRUE FR 74 e j= Ma 
“6&1, 这 里 必须 有 J 关 1， 否则 将 有 gk) 是 a 的 倍数 ,将 186 D eS 
到 一 个 道路 , 它 围 绕 f(zo) 跑 Bqk/a 次 .因为 T(B8,7) 二 1, 且 
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gki/a S (ka m 1)k /a < Fs 
Bqk,/a 不 是 7 的 倍数 ,所 以 这 时 将 有 RAN, HIE mu 5 FAN ° T 数 
kis 2k1, t. (ks,— DR, 也 不 是 a 的 倍数 . 此 外 ,因为 kk。 一 ay, 所 以 k» 
必须 是 a 的 一 个 因子 , 且 T(k,,7) = 1. 
KATA SA eg 具有 这 样 的 形式 : 

f(z) = f(z) + a (z 一 IA Vs 

g(z) = gCG + [9(( — FG)? > 
这 里 8, 为 = 二 0 Ab EX Ge AES BY. Ma e 5 是 下 面 映 射 的 复合 : 

z—(z— z), z= gz), z — z^ zr 27, 

T gf Gs»). 
(上 述 根 式 函数 要 适当 选 一 分 支 ). 在 这 个 复合 过 程 中 ,如 果 去 掉 最 后 一 
步 ,我 们 将 得 到 一 个 在 = 处 的 解析 函数 元 素 71。 扣 , 它 沿 Po E {1， 
s. ky 一 1}) 延 拓 得 到 一 个 函数 元 素 7x。, 由 于 j 关 1 ES eg 
是 不 同 的 ,并 由 此 得 


Er : 3A 十 gCf (z92) = Fy ° e, = gc 3 


ë 


zd(z),z oz 


= ae g i T gCG G3). 
特别 地 
Que &(2) F CPREACOP 


(eE nr = (a ° 5G). 

Bii b, 不 是 8 的 因子 ,或 者 T(B,k,) 29 1. PI TETEXRER € — 0, 
使 得 对 所 有 zc ENO, ERMA Beele = (6e S| [F—z] < 
elz} 上 ,映射 x z^ 是 单 射 .此 外 可 选取 se, 使 得 在 了 映射 zx 一 = 下 

B(z;e|z!), B(zexp(2ziY/kb,5; elz|i) (Y € (1, es ke — 1?) 


的 像 集 是 不 交 的 (如 果 7Y6/ks 不 是 整数 ). 
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id 
c= Liz, — z0*2 (0 ]" 0, 
如 果 z, 选 得 充分 靠近 zo. M 
74, e Cz) € Bee; elc]), 
及 
74 ° C) € B(exp(nziqk,B/aY); elel) 
= B(cexp(2migB/k,); &|c |). 
MERTE, k) 1. M q8 lk 对 整数 g 成 立 . 取 这 样 的 一 个 g, 则 
有 
Ha? C) € Ble;elc|):; 
由 的 选取 及 
Doct Æ 34-5 0) 
我 们 又 得 到 下 面 的 矛盾 : 
Pa? Fz)? FCI * Ce)". 


MRTE, k) = 1, 则 从 上 面 的 假设 ,ks 不 是 6 的 因子 ,B6/ks 不 是 
整数 . 取 g = 1, 则 由 * 的 选取 ,我 们 得 到 同 刚才 一 样 的 矛盾 ， 

综 上 所 述 ,我 们 说 明了 :如 果 了 (8, V) = 1 并 且 g。 了 分 裂 , 则 已 
是 a 和 6 的 公 因 子 , 且 满足 T(B8,&,) STO, k) = 1, 故 3) 得 证 . 4) 可 
从 DAE. 证 毕 . 

在 例 10. 1 中 我 们 曾 给 出 两 个 不 可 约 二 元 多 项 式 P AQ, ER Q 
PEMA. 下 面 要 指出 ,这 种 现象 只 有 当 复 合 使 得 函数 元 素 分 裂 时 
才 可 能 发 生 . 

定理 10.5 设 忆 和 @ 是 不 可 约 的 二 元 多 项 式 , 并 且 己 与 和 的 复 
合 没有 分 裂 的 困 数 元 素 , 则 Q@。 己 是 不 可 约 的 ， 

WEAR 取 一 点 zo。 具 有 如 下 性 质 :P E z 点 仅 有 双全 纯 的 解析 函数 
.QQ 对 所 有 jE {1,…,e} 在 6,(zo) B REUTERS OC 


EA Pias 59 uu 

如 果 从 p ° 6 通过 解析 开拓 可 以 得 到 各 个 ae e £ AA By B 
Q@。P 是 不 可 约 的 .我们 对 ;— 1 来 分 析 : 

由 于 QQ 是 不 可 约 的 , 则 通过 办 1 沿 一 条 道路 本 延 拓 可 得 到 ,这 个 
D 可 作为 以 下 形式 的 道路 的 复合 :从 E (zo) 沿 一 条 道路 7 走 一 直到 最 
近 的 Q 的 分 支点 y, 围 绕 y BAY 走 回 , 这 样 得 到 的 道路 称 为 
7. 这 里 7 不 与 Q@ 或 P71! 的 分 支点 相遇 ,也 不 通过 P 的 分 支点 在 P 下 
的 像 点 .证明 可 以 这 样 完 成 ;如果 我 们 找到 道路 A. j € (0, nm) 
那么 在 其 上 将 wj 沿 7 延 拓 得 到 DU] 1, ° £ ME A; 延 拓 就 得 到 7。 6. 

AG SERE S Y 延 拓 ,与 此 同时 从 7Y 得 到 一 条 从 ze 开始 的 道路 . 
此 外 ,从 Y 的 终点 得 到 一 个 解析 函数 元 素 , 它 从 属于 PE y 处 的 一 
的 一 个 函数 元 系 f ,这 里 j (x) = y ;6 ARERR PREY, iF 
Y 延 拓 得 到 一 个 解析 中 数 元 素 Posi 是 Po DE y 中 一 周 得 到 的 . 由 假设 
iH ER LUCR OT AC S ME OS 的 终点 (从 工 开 始 充分 绕 行 ), 从 po. EG 
FPR 6:56 RO HR ru Go 复合 , 便 具 有 A 所 需 的 性 
质 .证 毕 . 
3 10.2.3 fÈ 

H2U28 HR INK AE X. 

定义 10.3 ”对 于 二 元 多 项 式 PG, w) 及 n EN, 定义 迭代 序列 
P" C Elz, w): 

P'"(z,w)-1] — z, P?(z,w)-FP'"".P(z,w). 


Ei BY Ie T Mom A "BHO AAC BRL RR BY IK FRE JR XE 
di — (ROR BOF 91 ERA BY BET AE ER COUR 0] 43. 以 下 考察 几 个 
例子 . 
例 10.3 设 己 是 不 可 约 二 元 多 项 式 , 并 且 己 = 忆 ， 则 已 是 可 
约 的 . 因为 如 果 f 是 P TE zo 处 的 双全 纯 解 析 函 数 元 素 , 则 fd P E 
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f(zo) 处 的 一 个 函数 元 素 , 且 fo e f id. Ait id 是 P'? 在 z。 处 的 函 
数 元 率 ,日 w 一 z 整除 多 项 式 已 一. 

例 10.4 PCG,w)= 二 (w 一 z)? 一 z’ YE O ARR — "IN XOU I SS, 
并 且 在 ce 仅 有 一 个 函数 元 素 g; 了 在 0 处 有 分 支 重 数 2 和 次 数 2. B. 
JO) 一 038g 在 co 处 有 分 支 重 数 2 和 次 数 3, 且 go) =o, 由 定理 
10. 4 可 知 , 已 "在 ce 处 仅 有 郴 数 元 素 g'“", 它 具有 分 文章 数 2". 特别 地 ， 
P "也 是 不 可 约 的 . 另外 ,从 定理 10. A 同样 可 知 三 ”有 27 4r AR] ER 
数 元 素 , 每 个 具有 分 文 重 数 2 和 次 数 2. 

例 10.5  P(z,w)—w'—i—DG-—1-—2DHEI11$1-- 2i X 
分 支点 , z = 1 的 唯一 的 原 像 为 1 +i 进一步 P'? 具 有 分 支点 1 和 
1 十 21, 它们 都 是 1 十 21 的 原 像 . 与 此 相反 ,1 十 i1 是 P” 的 正则 点 ,对 
PP 的 分 支点 进 一 步 分 析 可 导出 :P "是 不 可 约 的 ， 

例 10.6 设 PGz,w) = w? 一 (+c), RERI c E ENO P 
以 cc 和 ec 的 三 个 三 次 方 根 为 支点 ,它们 的 每 个 分 支 重 数 是 2, 有 是 P 以 ce 
和 0 为 临界 点 ,用 分 支 重 数 整 除 次 数 ,由 和 定理 10. 4 可知, 在 PP 的 迭代 
过 程 中 ,没有 函数 元 素 分 裂 . 由 定理 10.5 还 知道 所 有 P'" 均 是 不 可 约 的 ， 


3 10. 2.4 Mobius Sih FH 


ik 忆 为 一 个 二 元 多 项 式 , 8 是 一 个 Möbius 变换 ,以 下 我 们 用 oR 
zB ET 
z Diner (a, b, c, d € €, ad — bc — 1), 
或 者 多 项 式 w(cz +d) — (az + b). 
我 们 有 下 述 定理 . 
定理 10.6 设 Q@=9g'。P。y, 则 
D PP 关于 z( 或 包 ) 的 次 数 与 Q@ 关 于 z( 或 多 ) 的 次 数 相 同 ; 
2) 尸 不 可 约 当 且 仅 当 久 不 可 约 ; 
3) Gn S Æ P E x Mw McK Me's f-pHQEG Go) 
Qh HY) ER IC RR s 
4) zo Æ PHEW RS 24 AMY e! Godé Q 的 正则 点 ; 
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50 WRH P AY eC g 沿 道路 ”解析 开拓 得 到 已 在 ze 处 的 天 
数 元 素 S MWg foo se ping Y 解析 开拓 得 到 的 ; 

6) 对 于 所 有 nE N, Q” =g. Pog, 

以 上 六 个 绪论 均 可 由 复合 算 子 ”。 "的 基本 性 质 推 得 ,这 里 略 去 详 
细 过 程 . 此 处 还 要 介绍 一 个 等 式 : 


Q»Q(z,uw)-u-zsz. 


LA Fisudts9iE X. 

EM 10.4. 设 P 和 QQ@ 为 两 个 二 元 多 项 式 ,P -SQF USERS , A 
果 和 存在 一 个 Mobius 变换 oK kE ECNO), 使 得 下 述 等 式 成 立 ; 

P(z,w)—hk(Q9!Q *o(z, w)). 

Fy UJ, SES X- 45 d — TSMR. 
$10.2.5 Riemann 球面 上 的 动力 系统 

上 面 我 们 知道 ,通过 一 个 不 可 约 的 二 元 多 项 式 PO, wo nf PAS B 
安 上 一 个 代数 函数 .名 上 的 一 个 无 穷 序 列 (z)2o 称 为 P 的 一 条 前 向 轨 
道 ,如 果 Fs 2441) = OCR =), 1, 2, en) ; J5 23 FE AM CzLDs-o PR 2g P 的 
一 条 后 向 轨道 ,如 果 P(z, z:)0(&-20,1.2,-. 易 见 很 多 情况 
是 ;从 一 点 z 出 发 有 无 穷 多 个 前 向 轨道 . P 在 名 上 的 所 有 轨道 决定 了 
一 个 动力 系统 

对 照 单 值 复 解析 动力 系统 ,我 们 同样 希望 按 P 的 动力 学 性 质 把 安 
分 解 为 若干 互 不 相交 的 子 集 . 就 正规 性 概念 的 推广 而 言 ,这 里 遇 到 了 
zo 的 前 向 轨道 可 能 与 分 支点 相交 的 困难 ,因此 , 除 经 典 的 Fatou 集 ( 即 
稳定 集 ) 和 Julia 集 ( 即 非 稳定 集 ) 之 外 ,这 里 还 要 专门 注意 由 上 述 x fH 
成 的 集合 . 以 下 给 出 定义 . 

定义 10.5 对 于 给 定 的 不 可 约 二 元 多 项 式 书 , 记 

V° =V" (P) = Closure(z € 多 |z 的 前 向 轨道 与 P 的 支点 相遇 }; 

V=V(P) = {z E€ V* |z: 至 少 有 一 个 前 癌 轨 道 全 在 V "中 }， 
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V 称 为 分 支 集合 . 


BREV 是 向 前 不 变 的 ,就 是 说 ,如 果 z &V', 且 P(z,w) = 0, 
那么 一 定 有 w 冬 V' ,因此 V* 和 VV 均 是 向 后 不 变 的 . 

以 下 要 说 明 的 是 , 同 单 值 复 动力 系统 的 根本 区 别 发 生 在 集合 VCP) 上 . 

定理 10.7 Bre VW, 则 存在 自然 数 n, 使 得 对 所 有 满足 


Ple, w) = 0 的 ww 有 wE€ 安 \V' ,并 且 z 是 V" 上 的 孤立 点 . 
WAR 如 果 z, E VW, ER zs 的 一 条 前 向 轨道 ,在 有 限 步 之 
该 轨道 跑 出 V AZV. 
假设 这 个 步 数 对 所 有 从 zo 发 出 的 前 向 轨道 不 是 一 致 有 界 的 ,那么 
可 以 找到 = eV", 满足 PG z) —0, 使 得 z, 的 前 向 轨道 跑 出 六 "的 
步 数 也 不 是 一 致 有 界 的 . 这 样 下 去 ,我 们 可 以 找 出 zo 的 一 个 前 向 轨道 ， 
它 全 在 了 "中 ,这 是 矛盾 的 ,从 而 定理 的 前 一 半 得 证 . 
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2) 的 分 支 集 合 V, 这 是 一 个 Cantor 集 


(z — 


图 10.3 we = 


BRU z E V 不 是 V' 的 孤立 点 , 则 存在 P MX x uiam 
iB LM) Tis Toy *** ,它们 相互 判别 ,并 且 limz, = Zp. 给 定 n c As my 
存在 P… 的 函数 元 素 S ECE z 的 一 个 邻 域 上 具有 以 下 性 质 :无 穷 多 个 
f(rw) 位 于 上 述 分 支点 的 后 同 轨 道上 . 因为 /是 连续 的 ,所 以 

limf Cz.) = Jiz) 9 


从 而 f(z) E V' ,从 断言 的 第 一 部 分 得 到 zo 必须 在 Y 中 .证 毕 ， 

下 面 研 究 Y erm. 

定理 10.8 设 PP 为 一 代数 函数 

1) HIR P BJAT SC x8 FF TE N V 
的 ; 

V(P") CVOP); 
3) 对 于 Mobius 变换 9, 
VigicP-p) =g (V(P)). 

WAR 1) 由 定义 10.5 可 知 ,Y “是 闭 的 ,而 由 定理 10. 7 VN 
7 由 Y "上 的 一 些 孤 立 点 组 成 , 故 Y 也 是 闭 的 . 如果 (4,0 C— n € N) 是 
分 支点 w 的 一 条 后 向 轨道 ,并 且 和 集合 (s: — n € YH 具有 一 个 极限 点 
XT, 则 从 定理 10.7 得 x EV ;如 上 述 集 合 不 存在 极限 点 , 则 的 癌 后 轨 
道 是 周期 的 ,从 而 周期 点 vv TE V P. 

20 显然 ,下 述 包 含 关系 成 江 : 

EE] 的 P'"- 前 向 轨道 与 P'" 的 一 个 分 支点 相遇 ，) 


C (z€*«|z 的 P- 前 向 轨道 与 PP 的 分 支点 相 抽 ). 
如 果 己 的 迭代 没有 分 裂 的 函数 元 素 , 则 等 式 也 成 立 , 此 即 
p DERE EE 


则 
TIR, H V 是 闭 的 、 向 后 不 变 


由 此 易 见 2) 成 立 . 
3) 可 从 Mobius 恋 换 的 基本 性 质 直接 导出 ,这 里 


A 


RER ER BN) 7) FEI RT BS 
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(EH z € NV ， JRUC gAV 是 z 的 一 个 开 的 , 单 连通 的 邻 
域 , 则 对 每 个 目 然 数 n, POE z 处 的 每 个 函数 元 素 可 以 通过 明确 的 方 
法 延 拓 成 U 上 的 亚 纯 函数 . 我 们 通过 这 种 方法 得 到 UU 上 一 个 亚 纯 函 数 
nk OP ,U). 

任 取 一 点 xz E V'W, HE 10.7 可 知 , 存 在 这 样 的 最 小 自然 数 
N: 它 以 后 的 z ERIS BUB IE AR EO NV "中 ,并 设 a 为 P'* 在 z 处 的 函 
数 元 素 的 分 支 重 数 的 最 小 公 倍数 . XU CW") U (GO Be H 
个 开 的 单 连通 邻 域 ,使 得 每 个 P'* 在 x 处 的 函数 元 素 f 可 以 延 拓 成 一 
CARBS TOS x BU EXP. = 的 邻 域 U 的 a 叶 多 重 覆 盖 . 函数 
族 F(P,U) HEM es SO BMARM KB e c.v, f (QU). 

至 此 ,对 任 一 点 z E ENV, 我 们 均 定义 了 = 的 局 部 邻 域 上 的 亚 纯 
pe ak FCP, U). 

3.10.6 P fy Fatou 集 由 这 样 的 点 组 成 :此 点 在 集合 参 \Y E, 
且 在 此 点 处 存在 一 个 开 的 、 单 连通 邻 域 UC 狐 \V ,使 得 函数 族 FOP, 
U) 是 正规 的 .PP 的 Fatou 和 集 记 为 FC(P);P 的 Julia 集 J(P) 由 J(P) = 
@\(F(P) UVP) 32 XL. 

这 样 按 动 力学 性 质 , 知 被 分 解 为 三 个 互 不 相交 的 集合 V, FAJ. 
显然 下 是 开 的 、 回 前 不 变 的 ;7 是 财 的 、 问 后 不 变 的 . 以 下 给 出 代数 函数 
的 动力 学 分 类 . 

定理 10.9 i P ÈDI, VÆ HJ Æ, M Pe, tw) 与 
w — z^ ak w'z^ 一 1 3Egg,ux B B d el. 

证 明 设 不 可 约 二 元 多 项 式 P 关 于 zz ACHON dA KF w 的 次 数 
为 e, 如 果 Julia Æ JP) A Ø, 则 存在 一 点 zo € J(P)W* CP) (从 Fa- 
tou 集 和 Julia 集 的 定义 ,这 是 显然 的 ). 取 一 个 开 的 单 连 通 邻 域 U ,使 得 
z €UC «NO», 并 且 风 (PU) 不 是 正规 族 .因为 多 \V'(P) 是 向 
前 不 变 的 ,由 Montel 定理 可 知 ,V' 最 多 由 两 个 点 组 成 . UD RU V A 
@, 则 PP 仅 有 两 个 分 支点 a 和 6, 且 V* =V = (a, b}, 无 妨 设 a, bE 
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F. 从 Riemann-Hurwitz 公式 ,应 用 PP 的 Riemann 面 到 安 的 投影 ,我 们 
有 
LS, A = k 
|—ect > 2,U 的 分 支 重 数 一 1) 之 0， 


f 
ERP ARP 在 a Fil b 处 的 函数 元 素 . 从 此 知 ,P 在 a 和 2 处 各 存在 
一 个 分 支 重 数 为 e 的 函数 元 素 . FR VV" 的 向 后 不 变性 ,得 
P(z, a) =c (z —a)(z — 6)”, di +d, =d, 
| a ae b) = cox = a)^s(z — b^, d; + d, = d, 
x HB eu C2 P$ Bd» do» dzs d, 153 B SX. 
以 下 区 分 两 种 情况 . 
1) 当 di 关 0 时 ,此 时 P(a, a) = 0, 并 且 a 人 私有 一 个 像 点 , 故 


Pa, w) — Cc, Cw EXE a)*, 


P(z, b) = calz — b». 
从 上 式 同 理 可 得 
Pb, w ) 一 一 c, wv 2 BY. 
这 里 C 4 ABW, A d; = 0, 即 
P(z, a) = «(x — a)". 
现在 通过 Mobius 变换 将 a 和 4 分 别 变 为 0 和 ce, 则 从 下 面 的 引 理 10. 1 
HAPS 


va” — m al 
a wW (m 


dtp, HP a, a, € ENO), Ae P 也 与 


w — z^ 


HH. me Ad, MHVAS Me>1, HHI AD fd e. 
2) 24 d, Æ 0 时 , 同 第 一 种 情况 类 似 , 有 
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PO, w) = c (w — a)‘, 
P(z, b) =c,(z — a», 
Pla, w) =c;(w — bY, 
Plz, a) = ciz — b)", 


IXE cis czs Car 0 ARM. PEL FESI 10. 1 便 可 断言 定理 10. 9 
对 情形 2) 成 立 , 因 此 ,证 明了 下 述 引 理 10. 1, € 10. 9 便 得 证 . 

3|38 10.1 设 不 可 约 二 元 多 项 式 P 关于 zz 的 次 数 为 d, 关 于 w 的 
RBA e. H P 仅 有 两 分 支点 0 和 oo. 

D 如 果 0 和 co 在 尸 下 是 完全 不 变 的 , 则 


Plz, w) = aw 一 2", 


HEFa, a E @\i0}),##Ahdfle HR; 
2) 如 果 ce 是 0 BS RS RR , FFA Ry, , 则 


| = P rU EM 
: ' 
Plz, w) = a,w*z a, , 


HEF a, a € *N0,.Hdflle HR. 
证 明 1) 由 于 PP 在 0 处 仅 有 一 个 分 支 重 数 为 e RAER, E O 

的 一 个 令 域 上 ,由 这 个 肾 数 元 紊 得 到 一 个 函数 了 — OO). 由 于 P iE 
上 没有 其 他 分 支点 ,也 没有 极点 ,因此 f BRT ERRE ES A R 
K Eoi P 同样 也 仅 有 一 个 函数 元 素 CREM AAR, AILS 6 
oolf,f(£)—oo, Mi. f 是 一 个 多 项 式 , 并 以 Ü 为 其 唯一 的 零点 ， 于 是 
f (5 = a£, KrB a € VN(O) 为 一 常数 . 记 z = &, 进一步 有 : 

P(z,w)=0 
等 价 于 

PO. mu =O; 
等 价 于 

w = f(exp(2mj/e)é), 


其 中 j 为 {1，…,，e} 中 的 一 个 数 . 上 式 又 等 价 于 
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ll (w 一 aexp(27ijd /e)£^) = 0, 


其 中 a 为 某 一 非 零 常数 . 上 述 多 项 式 也 具有 同样 的 零点 ,并 且 不 仅 对 
wii EBRAR PE wR. 这 两 个 多 项 式 至 多 相差 一 个 党 
数 ,结合 P 的 不 可 约 性 便 得 到 我 们 所 需要 的 结论 ， 

D 将 1) 中 的 讨论 应 用 于 2° P| Ds w) ,显然 可 导出 这 里 所 需 的 结 
i£. 证 毕 . 

从 定理 10. 9 可 见 ,除去 极 少 的 一 些 代 数 图 数 外 ,Julia RAIS V 
不 能 同时 出 现 , 即 E — Re A ROS = JU F siii — V UF. 这 说 明 
单 值 复 解析 动力 系统 中 的 动力 二 分 性 在 这 里 大 体 上 还 成 立 . 然而 ,值得 
注意 的 是 ,对 于 代数 函数 已 ,其 分 支点 的 存在 性 决定 了 V 的 非 空 性 ( 见 
定理 10. 8) ,所 以 一 般 情况 是 所 分 解 为 E= V U F. 就 是 说 ,在 代数 函 
数 的 动力 系统 中 ,传统 的 Julia 集 一 般 是 不 存在 的 . 


$10.2.6 关于 常 值 极限 函数 


上 节 末 我 们 已 指出 ,在 代数 函数 的 动力 系统 的 研究 中 ,集合 V 是 
十 分 重要 的 . 本 节 将 导出 关于 VV 的 与 经 典 Julia 集 相 类 似 的 一 个 结果 . 

定义 10.7 ze 多 称 为 己 的 点 收缩 子 , 如 果 存 在 某 个 zx。E V X 
zo 的 一 个 开 的 单 连 通 邻 域 U, 对 每 个 n€ N, 在 U 上 定义 了 P 的 迭代 
P “的 一 个 亚 纯 函 数 元 素 f,, 使 得 序列 (f,) 紧 一 致 收敛 于 常数 r. 

定义 10.8 一 个 z。€ FCP) 称 为 P 的 收缩 元 ,如 果 存 在 zo 的 一 个 
开 的 单 连通 邻 域 U, 使 得 对 每 个 FP, UU) 中 的 收敛 的 非常 数 序 列 , 它 
的 极限 函数 是 常数 . 

EL AR R 的 动力 学 性 质 知 ,J(R) 与 R71! 的 点 收缩 子 相 同 .类 
似 地 ,代数 函数 P 的 分 支 集合 VCP) 与 P71 的 点 收缩 子 集合 也 有 一 定 
关系 ,但 一 般 两 者 是 不 相同 的 , 见 例 10. 7. 

例 10.7 通过 
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定义 了 一 个 名 上 的 代数 函数 P,P Ez = 1 处 具有 两 个 解析 函数 元 素 ， 
xz 一 1 的 像 分别 为 1 和 一 1; 在 = 一 1 处 具有 两 个 双全 纯 的 解析 图 数 
元 素 , = 一 一 1 的 像 却 均 为 0, 并且 在 0 和 oo 处 均 有 一 个 分 支 重 数 为 
2 的 函数 元 素 ,0 和 oo 的 像 均 为 co, 故 集合 {1， 一 1，0，co} 是 完全 不 变 
的 , 且 易 见 


Pier) = {1, — 1, 0, œ}, 

又 显然 co 为 P WEH wea rb P-! 的 点 收缩 子 集合 在 V(P) 
中 ,但 不 等 于 VCP). 

现在 有 如 下 广泛 的 结论 . 

定理 10.10 ik P 为 多 上 的 代数 函数 , 且 JOP) — Ø, MTE € 
是 P71! 的 点 收缩 子 ; 则 x E VCP). 

证 明 ”对 点 收缩 子 x, 取 邻 域 U 3 zo BS, 如 定义 10.7 所 述 ,我 们 
不 妨 设 序列 { 矿 } 在 整个 U 上 一 致 收敛 于 z. 

因为 f, 均 不 能 为 常数 ,所 以 可 选取 a, b EU, FB BUR n € M 
Ror f(a) x, fa) £ fb), fb) Fx. 

ik c & VCP), 那么 存在 一 个 开 的 单 连通 集合 W, 满 足 z€EW 及 
W\{z} C € NV. BEN 是 这 样 的 最 小 自然 数 ,使 得 每 个 z 的 前 向 轨道 
在 NN 步 之 后 位 于 Z\V "中 .用 a 表示 P'* 在 zx 处 的 函数 元 素 的 分 支 重 
数 的 最 小 公 倍 数 ,并 用 你 表示 W 的 a 叶 覆 盖 , 在 其 上 定义 了 SO, 
Wim 2 eE\V', TRN=0,a=1BRW=W). 由 于 函数 族 
JS (P, WEBER ALLSOP, WO dE W BARES EE ARP SEE SES ,不 
ik FP, W) 在 WW 上 等 度 连 续 . FR O> Rah, EME Ba, OC 
要 |z 一 zz| < 20°, 便 有 

le(z,) — glz.)|< la—b]|. (10. 3) 
WER—hn>N, fe fU) C BG, 0). BRU 中 连接 a 和 4 的 
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一 条 道路 Y. 5 x E f. FARRAR. 由 关于 W 和 的 假设 ,P` "在 
W 上 没有 分 支点 , 故 f 在 a 的 一 个 邻 域 上 是 双全 纯 的 ,从 而 存在 一 个 
ge F(P,W), 使 得 

g* f, id 


在 a 的 一 个 邻 域 上 成 立 ,这 里 f, 是 f, 在 W 上 的 提升 . 沿 7 解析 开拓 
知 , 上 式 在 5 的 一 个 邻 域 上 也 成 立 . 特别 地 ， 


gC(f .(a)) =a, g(f,(b)) = b. (10. 4) 
因 为 
| 了 地， (10. 5) 


故 由 (10. 3a. 00. 4381010. DRI: 
la — b| = |g(f,(a)) — ge. DI < la — bl, 


这 是 矛盾 的 ,从 而 定理 10. 10 WE. 

推论 10.1 BJ (P) C, mR PBmBrUArxutkFUO 0m, 
目 是 Pip c. Uu POR RUGS V CP) FA. 

证 明 由 定理 10.10 An, RUE VCP). i x € VCP), BB 
么 ,由 定义 存在 书 的 一 个 分 支点 ROP) OE y AbBS—^ PS SOL 
f.» E48 FE AJ CF WORF xz, 从 而 {f} 在 v 的 一 个 邻 域 上 为 正规 族 . 取 
{f,}) 的 一 个 收敛 的 子 序列 , 它 的 极限 函数 一 定 是 常数 , 记 为 xo, ro = x 
(EA 已 “的 点 收缩 子 .证 毕 . 


$10.3 fU Hc ic e FRE 


在 上 一 节 中 ,我 们 介绍 了 Riemann 面 上 代数 函数 的 迭代 动力 系 

统 , 这 一 节 我 们 研究 超越 整 代数 体 函 数 的 和 欠 代 动力 系统 . AI RR R 

的 迭代 ,这 里 遇 到 的 第 一 个 问题 是 无 法 从 整体 上 给 出 超越 整 代数 体 消 

BGR RH BS. 对 于 代数 函数 集合 ,在 一 定 条 件 下 , 它 关 于 复合 算 子 是 

封闭 的 ,从 而 代数 函数 的 近代 序列 自然 是 一 个 代数 函数 序列 . 这 种 统一 
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的 解析 结构 为 我 们 研究 迭代 序列 的 正规 性 提供 了 方便 . 然而 , 整 代 数 体 
消 数 集合 关于 复合 算 子 不 青 是 封闭 的 ,换言之 ,两 个 超越 整 代数 体 晴 数 
的 复合 函数 未 必 仍 是 整 代 数 体 函 数 , 所 以 ,一 般 来 说 ,一 个 超越 整 代数 
体 冰 数 的 友 代 序列 不 具有 良好 的 解析 结构 ,从 而 ,这 一 节 绝 大 多 数 问 题 
的 处 理 与 上 一 节 是 完全 不 同 的 . 

从 上 一 节 知 ,对 绝 大 多 数 代数 函数 已, Julia 集 J(P) 总 是 消失 的 ， 
代 之 出 现 的 是 一 个 极为 复杂 的 集合 V(P). 本 节 将 给 出 超越 整 代 数 体 
国 数 的 局 部 迭代 序列 的 定义 ,在 这 个 定义 下 ,超越 整 代数 体 函 数 的 Ju- 
lia 集 仍 可 能 是 一 个 极为 复杂 的 集合 . 进一步 ,我 们 将 证 明 映 射 在 Julia 
集 上 周期 轨道 的 稠密 性 、 映 射 在 Julia 集 上 的 传递 性 ,以 及 映射 对 初始 
值 的 敏感 依赖 性 , 即 映 射 在 Julia 集 上 呈现 混沌 现象 . 

同时 ,下 面 我 们 将 看 到 , 当 Julia 集 消失 时 ,往往 有 一 个 更 为 复杂 的 
REV 出 现 .本 节 最 后 一 段 将 介绍 Julia 集 和 集合 Y 的 一 种 相似 性 质 . 

值得 一 提 的 是 ,我 们 建 并 了 整 代数 体 函 数 的 迭代 与 有 限 个 超越 整 
国 数 的 随机 和 友人 代 之 间 的 一 个 明确 关系 .本 节 的 结果 将 表明 : 整 代 数 体 项 
数 的 动力 系统 与 经 典 的 整 国 数 动力 系统 有 许多 共同 的 性 态 , 同 时 也 存 
在 大 量 深刻 的 差异 . 总 之 , 整 代数 体 函 数 的 动力 系统 的 重要 性 不 仅 在 于 
它 是 经 典 单 值 动力 系统 的 自然 推广 ,还 在 于 它 本 和 喘 具 有 很 多 独特 的 性 
质 . 
$ 10. 3. 1 轨道 及 复 平面 的 分 解 

设 超越 整 代 数 体 函 数码 = f(z) 由 不 可 约 方 程 (10. 1) 定 义 , 且 
Az) = 1, Bf | 

Az, f(z) = Fiz) A (2z)f (2) 

qose + A(z) f(z) H+ Ae) 20, (10. 6) 

由 了 了 的 超越 性 知 , A;(z)( —0, 1, 5,» — DD 至少 有 一 个 是 超越 整 函 
数 . W = f GO BCR SH (ART ER. 

我 们 首先 给 出 轨道 的 概念 . 


定义 10.9 {ER z € V, 如 果 复 数 序 列 (z;) 满 足 
305 


Az z) =0 (Qj = 0, l, 2, =), 
则 称 (z)) 为 zo 05] — 71 Bi [6] LE. s BR SE G2 RS E 
Az Li» 2) — 0 (J — 0, ls rA .... čo ~= - 


WI ER GN zo 的 一 个 后 向 轨道 . 
易 见 ,如 果 Zo 不 是 y B 4r 3 si, Dt 之 0 在 a 下 有 V PARI 所 以 +29 
可 能 有 无 穷 多 个 前 向 轨道 ;如 果 ze 不 是 的 Picard 例外 值 , 则 zo 在 S 
下 有 无 穷 多 个 原 像 , 故 x 有 无 穷 多 个 后 向 轨道 . 以 下 记 
f(z) = {z| C H zo 的 一 个 前 问 轨道 }; 
f "G9 = GIG A zo H]— "T8 IF zo = zb, 
我 们 再 给 出 周期 轨 直 有 的 定义 . 
定义 10. 10 ie Cz) 为 zo B PB [6] Bue. OO E E — PRD 
BAR 户 , 使 得 
Zip 一 z; = 0, 1, 2, e), 
则 称 (z)) 为 一 个 周期 为 请 的 周期 轨道 . 此 时 ,如 果 在 每 个 zG = 0, 1, 
es D 1) 处 存在 了 的 一 个 单 值 解析 分 支 六 ,使 得 
J: (z,) == j+]? 


ig 
g(z) = f. sm fu fu. 


则 A= g’ (zo) 称 为 周期 轨道 (z,) 的 特征 值 . 24 A= 0 时 , 称 (z,) 为 超 吸引 
周期 轨道 ; 当 0< [A] 二 1 时 , 称 (xz) 为 吸引 周期 轨道 ; 当 |4| > 1 时, 称 
(> ) 为 排斥 周期 轨道 ; 当 1A] = 1 时 , 称 (z) 为 中 性 周期 轨道 . 特别 地 ， 
di À — e", 0 € 多, 则 当 0 为 有 理 数 时 , 称 (z;) 为 有 理 中 性 周期 轨道 ， 
当 2 为 无 理 数 时 P Cz D ATC PE AE. 

用 复 解析 的 观点 ,如 果 一 点 zx € V 的 前 向 轨道 与 分 支点 相遇 , 则 
在 zo 处 ,动力 系统 的 性 质 是 十 分 特别 和 复杂 的 ,因此 ,有 必要 引进 记 
E 
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V; —Closure (z € € | z 有 一 个 前 向 轨道 点 ,其 前 像 点 个 数 三 v 一 1); 
V,—Closure(z€V; |z 至 少 有 一 个 前 向 轨道 全 在 V; rn. 
易 见 ,V} 和 Vj 均 是 阿 后 不 变 的 财 集 . 类 似 于 定理 10.7, 我 们 有 下 述 命 
A. 


命题 10.1 IER zs E VW; MEEN >0, 4n> NR, 
(co) CEWE. 

上 述 结果 说 明 , 真 正 引 起 复杂 和 困难 的 是 集合 Vy, 而 不 是 Vi \Vy 
上 的 点 . 命题 10. 1 的 证 明 可 参照 定理 10. 7 的 证 明 , 这 里 略 去 . 

以 下 定义 了 的 局 部 迭代 序列 ， 

任 取 一 点 zo E EWI, 存在 zo 的 单 连通 邻 域 : 

VC, 
由 于 了 在 U0 上 可 分 为 vy 个 单 值 解析 分 支 , 任 取 其 中 一 个 , 记 为 a(z), 取 
zo 的 充分 小 的 单 连通 邻 域 过. CU, 使 得 a(U) 为 单 连 通 区 域 ,从 而 f 
在 alU。) 上 可 分 为 vy 个 单 值 解析 分 支 : 
f ;(z) (J = ], 2, +, Y); 


故 
f; alz) G = 1, 2, 1%, v) 


A U. Ef] v AEBREN A X, H H C10. 60^ 
fe ae) + Av, (alz)) LF; * a(z) ] + oe + A, Ca(z)) = 0 
G=] 2 3X. (10. 7) 
HF A eG) G= 0, 1,1, y — 1) 在 U 上 解析 ,所 以 方程 
W” + A, ,CaCz20W"! + FE Acs(a(z2) = 0 
定义 了 U E—^r (ART ER X w (GO. BROWS 的 向 前 不 变性 知 ， 
w(z) 在 U 上 没有 分 支点 , 故 w(z) 可 分 为 U ER v ST RR: 


wlz), wlz), *, w,(z). 
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由 (10. 7) 式 易 见 , 任 取 一 个 e a) HEERA w GO ,使 得 
f,°-az) = w, (z), zCcUu.. 


这 样 FRIES, ^ aCe) RT IPA U EB — 71 RABUREBT ES XC w C). 

至 此 ,我 们 可 以 通过 了 与 其 自身 的 复合 产生 U Ev PHAR E 
数 , FEW HH FLT BT LAGE Sn KIER SPL AU 上 的 vw 个 单 值 解析 吧 
数 , 从 而 , £2) 0-0, 1, 2, = 产生 了 UU 上 的 一 个 单 值 解析 录 数 
eR IA Ff, U). 

现在 给 出 Fatou M Julia HJE X. 

定义 10.11 {ER z, € "NV; ,如果 存在 z。 的 充分 小 的 单 连 通 邻 
bk UC NV; , EIR A Of, UEH UR zo 为 稳定 点 ; 任 取 z € 
Vi Ws 由 命题 10. 1 ,存在 一 个 j x 小 的 目 然 数 no， 使 得 

F(z) C EWF 4 
如 来 S (20) Se ee ERE A UPR zo RE A. BCE X. Fatou K, 
F(f) = {z € OW, |z ABER}, 


再 定义 Julia &: 


J(f) = ENED U Vz}. 

iH. SER SROAPERAA=TEAMARHREAV,. FCD 
和 J 让. 一般 来 说 ,动力 系统 在 F(f) 上 是 稳定 的 ,而 在 Vj 和 J(f) 上 
是 十 分 复杂 的 . 

命题 10. 2 FCJÉ V NV, 上 向 前 不 变 的 开 集 ;J (让 是 
后 不 变 的 团 集 . 
$ 10.3.2 Fatou 集 和 Julia 集 的 性 质 

上 一 段 ,我 们 按 整 代数 体 函 数 的 动力 学 性 质 把 客 作 了 分 解 : — 
V,UFOD UJ. 由 于 动力 系统 在 Vj 和 J(f) 上 具有 较 复 来 的 性 
态 , 所 以 探讨 由 Vy 和 J( 让 的 结构 和 分 布 ( 即 它 们 是 以 怎样 的 方式 分 割 
复 平面 儿 的 ) 是 十 分 重要 的 . 以 下 我 们 将 证 明 , 对 于 给 定 的 f，Vj 和 和 
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J( 放 ,只 可 能 有 一 个 是 复杂 的 , 即 单 值 复 解 析 动 力 系 统 的 动力 二 分 性 
在 这 里 基本 上 仍然 保持 . 事实 上 ,我 们 有 下 述 动力 学 分 类 定理 . 

定理 10.11 iX f 2 v-fEGEUER EE TRIES RR, v 2 2, ME JC z 8 
AY FEE REA SEBEIT ete! Een n 为 菜 一 自然 数 , (rn, v) =1, 
h(z) ASE — dE XC] BE ER C. 

我 们 说 两 个 整 代数 体 函 数 f 和 f° PRATER URA TE REE 
fe LC) EIL efe LCG) =f? GO. 特别 地 ,如 工 (=) 是 平移 变换 , 则 
称 f(z) FRERMF f" (GO. xXx [IR] XE X. 10.4 是 完全 一 致 的 ,只 因为 我 们 
ix B f 往往 是 超越 的 ,所 以 要 求 L(z) 为 整 线 性 变换 . 现在 来 证 明定 
理 10. 11. 

证 明 必要 性 ;如果 J(f) 关 名 , 则 存在 zo。€ J(f), 由 定义 不 妨 设 

zo, € EWJ, 

i U CC NV ; Az 的 一 个 单 连通 邻 域 ,从 而 多 (f/f, 口 ) 不 是 正规 族 .由 
Montel EEREN,’ HY [8] Bu AN AE TE TT V; 是 一 个 单 点 集 , 它 为 f 的 唯 
一 的 分 文 扣 .通过 平移 共 罗 , 可 设 该 点 为 坐标 原点 . 

以 下 证 明了 在 zx 一 0 处 仅 有 一 个 代数 函数 元 素 . 如 看 不 然 , 则 Ce) 
在 z = 0 lv mC2 2) 个 函数 元 素 : 

Fis Sas ts Sms 


WEITE z = 0 SPAS SC RIK A kis hay ty RO thy 十 … 十 
m =Y), 8t 方 在 zx 一 0 处 有 Pusieux 级 数 表示 : 


f(z) = aj + Biz tive, 
K'Ba,;€ €,8. EEN c; € VAR AF fEC\0) ERA 
支点 , 故 可 把 
dd Rue 
解析 开拓 为 多 上 的 整 函 数 , 记 为 已 (z), 从 而 


Ai 人 zx) (J =], Ly wets m) 
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为 m 4S EAR BE BR. HE z = 0 处 每 个 h( ze) 仅 有 一 个 函数 元 素 
Sf Ww = h(i) 的 定义 方程 为 

p(z, w ) = 0, 
BU w= f(z) 的 定义 方程 


qz, Uw)-—0 


等 价 于 
Qlz, w)gy(z, w) (z, w) = 0. 


这 与 Oz, WHR AEP IG. RK fF GOTE z = 0 处 仅 有 一 个 代数 函数 
JL X fix). 
从 上 讨论 还 知道 
Jis ede ty (10. 8) 
V; 的 同 后 不 变性 知 
f (0) = Ø RA J O) = {0}. 
以 下 区 分 两 种 情况 
D WRS O = 名， 则 从 (10.8) 式 易 见 
hilz) = ef, (10. 9) 
其 中 8GO XE EAR. id eC D 为 次 单位 根 , 由 于 三 不 退化 为 整 
另 数 , 故 从 (10.8) 式 和 (10. 9) 式 可 见 
B(z) — Bez) 
HAER BUS PAR A FEED ST 5 € ENO, 使 得 
@h(t)— Rab) 一 ], (10. 10) 
E z = 的 一 个 小 邻 域 上 , 记 { z+) ,为 z* 的 那个 在 ww 处 取 值 为 5 的 单 
值 解 析 分 支 ,从 (10. 8) 式 和 (10. 9) 式 知 ， 
efl ( t] " ; el e( oe hal 
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表示 f(z) 的 两 个 单 值 解析 分 支 . 又 从 (10. 10) 式 可 见 , 这 两 个 单 值 解析 
分 支 在 & 处 的 值 相 等 , 故 在 处 f(z) 有 两 个 分 支取 同一 值 ,这 与 Vi 
仅 有 一 个 单 点 牙 盾 , 故 只 可 能 是 f (0) = (07. 

2) Mm f-'co) = (0), 从 (10.8) 式 易 见 


hilz) = z'e*?, (10. 11) 
Hn 为 某 一 自然 数 ,8(z) 为 某 一 整 函 数 ，. 
下 面 证 明 ;存在 非常 数 整 函数 h(z) ,使 得 
Bx) = hlz"). 
如 看 不 然 , 则 
BK» — BCez) 
为 一 非常 数 的 整 函数 , 故 存 在 无 穷 个 € ENO), 使 得 
eG) fUr) = Eg. 
从 此 出 发 ,类 似 于 1) 中 的 讨论 可 知 必 为 Vr 中 的 点 ,这 导出 矛盾 , 故 从 
(10. 8) 式 和 (10. 11) 式 得 
f(z) = zr, 
再 由 定义 方程 的 不 可 约 性 知 ，(2 2) = 1. 必要 性 得 证 . 
充分 性 : 易 见 ,如 果 f BSR ze , 则 f(z) 一 定 具有 如 下 形 
A: 
f(z) = (x — a)ve* +a, 
其 中 a 为 某 一 复 常 数 ,h" (z) 为 一 非常 数 整 函 数 ,f 在 穿孔 复 平面 : 
Eo = ENO? 
上 没有 分 支点 , 且 突 ,在 f 下 是 完全 不 变 的 . 在 覆盖 映射 
w-— a -rexpz 


下 ,名 可 视 为 ,的 覆盖 曲面 . Re exp 的 一 个 分 支 ,如 下 交换 图 所 未， 
我 们 把 产 提升 ?为 儿 到 安 的 解析 映射 , 易 见 ,这 样 广 分 裂 REER » 
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gz) = At (a 4- e*) 4- Ii Gj =1, 25 693094 


(10. 12) 
e Bi* Ezs* » Ev p 
a + exp a + exp 
Eo -> Cy 


从 而 ,f ENERE 71 R EE ER CER 
G = {gis Ez» > Bot 


E^ BE LOS (627) 71 A BOB SE PR w = a + expe 紧密 相 联 . 记 
a, = II Lis PA Vj. 


ER o = (Qs jos s Ino OE X, REX 
G;G) = g; GO), Gt D) Í; rer o Gz); n=l, às dil 
如 第 九 章 所 介绍 的 那样 ,G 的 随机 迁 代 动力 系统 的 Fatou 集 和 Julia $ 
分 别 为 
F(G) = {z E€ €| ER oE 5., {Gt} Æ z 处 正规 }; 


J(G) = ENF (G). 


F(f) = {a + expz|z € F(G)}; 
J(f) = {a + expz|x € JCG)). 
由 定理 9. 10 可 知 , JO 关 名, MIC MAES. iE#. 
由 定理 10.11 知 , 多 值 超越 整 代 数 体 困 数 的 动力 系统 只 有 以 下 三 
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种 情况 : 
MINAS, wat 
V,—ía), f(z) 2 lza) tpa, C= la UJOOUFCO, 


Xx s 
GJ) = A WE V; Æ Ø, Wat 


we FG»; 
(iD JCDO = B, E FCOD = ,此 时 
= Vf). 
以 下 举例 说 明 , 上 述 三 种 情况 均 可 能 发 生 ， 
例 10.8 w= f(z) 由 不 可 约 方程 
w’ — Aze* = 0 


定义 ,其 中 XE (0, E], 易 验 证 e 在 正 实 轴 上 存在 一 个 不 动 点 , 记 为 


A. Bhd 
D, = {z| |z| < zo}\{0}, 


任 取 z € Do, ilz Ew = Sle) FORA wis ws 
w, |^ = À|z |e** < Ax,e*o = zi (G = 1,25, 
从 而 w; € DG = 1, 2), ADCF. 易 见 Vy = (0), 又 由 定理 
10.11 4J (D z Ø., K 
E = {0} UJOOU FCD. 

例 10.9 选取 一 个 超越 整 函 数 g(z), 使 得 0 E€ J(g), 且 g 有 无 穷 

B42 5, PUEMA ARM > 1, 使 
f(z) = [e] 


A —^ v» 值 超越 整 代 数 体 函数 ,由 定理 10. 11 可 知 , J(f) = g. X B 
313 


T 
T lz) = [e en], kE M, 
H 
J(g) = Closureig “(0)|k = 0, 1, 2, =}, 
V; = (zz € JCgz)}, 

AE IE ERN, VES HEFND, NMe=V,UFS ; 当 
J(g) = @h,& —Vy. 

从 定理 10. 11 RSHIERH nf D, EAR — 1 EGER RRA ERICH] Julia 集 
出 现 , 则 它 的 许多 动力 学 问题 可 转化 为 形 如 (10. 120 CERE Ee BL 
的 随机 和 代 动 力学 问题 . 由 于 两 者 的 转化 是 通过 覆盖 映射 = a H 
expe 实现 的 , 故 两 者 的 周期 轨道 通过 覆盖 映射 相对 应 , 且 对 应 的 特征 
值 相等 . 这 样 , 由 定理 9. 11, 定 理 9. 12 ,定理 9. 9, 命 题 9. 5 ,定理 9. 10 
和 定理 9. 13 可 得 以 下 三 个 定理 . 

定理 10. 12 设 了 为 整 代数 体 函 数 ,如 果 J( 放 ) 关 名 , 则 J 的 排斥 
周期 轨道 和 有 理 中 性 周期 轨道 属于 JO). 

当 J(f) = 名 时, 易 见 排斥 周期 轨道 和 有 理 中 性 周期 轨道 属于 
V. 

定理 10.13 设 f 为 整 代数 体 函 数 ,如 果 J(f) 关 名 ,， 且 a 不 是 / 
的 Picard 例外 值 , 则 

I TCS “(a)ln € ANY. 
如 进一步 设 a € J), W 
J(f) = Closure{f~""(a) in € AN}. 


上 述 定理 为 用 计算 机 绘制 整 代数 体 函 数 的 Julia 集 提供 了 一 种 方 
定理 10. 14 设 f 为 一 超越 整 代数 体 函数 ,如 果 J(7) 关 多， 则 
J (了) 为 一 无 界 完全 集 , 且 它 是 排斥 周期 轨道 的 团 包 . 
从 上 述 三 个 定理 可 见 , 整 代数 体 函 数 在 其 Julia RE EA EE 
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现在 研究 Fatou 集 的 可 能 结构 . 
定理 10.15 1 / vC D fBtET CUR IRL JOO D, MRD 
E FOBT, WALA PS fü SIRE : 

D D EJEM; 

2) D EEK. HEND 的 有 界 分 文 包含 分 支点 ， 

证 明 由 定理 10. LL "fA. f BUB — b 4T x Rua AH = 
ENO 是 了 了 的 完全 不 变 域 .以 下 只 要 证 /六 的 每 个 连通 分 支 不 全 属 
于 罕 。 的 任 一 单 连通 紧 子 集 即 可 . 

WAS ANAK MU FEES EAH BA 

Pc FM, 
IND HARDU CE UPI NENA MEU EH S 
4d Xx XE ITE AUCI A CF, UD FSI) LA}, H,GOTEU ERAT H 
(HeD AFEKTIS. OP EBA: AEF H, COED E— 
Sii Too. d. hF ET KEM RIAL Ge) Er E—3U8 
9t. 由 最 大 模 原 则 可 知 , Ae) TEU E — 808 R, AMH, GO EU 
EER. RETEN, AT EPP H ET E— SOS T 09. ic 
Liz) =z +a, 


HEW, A AY ASHE, EL UE, 
Is o» H; o Lz) 0, 


Ae /) RS RT AH (OL! 9 Hu e LGOHEL (7). E— S08 T oo ,这 与 
CH, GO AE E — S C XB] P FF PEZ JE TEEM 10.15 得 证 . 证 毕 . 
3 10. 3.3 XT JOO30 V, HOH 

对 于 整 代数 体 函数 f(z), 由 上 一 段 知 ,大 量 情 况 是 Julia BUCS) 
消失 , 代 之 出 现 的 是 Vj. 这 里 要 指出 的 是 ,Vj 的 结构 和 性 态 较 YE 


为 复杂 . 以 下 研究 了 (和 Vj 在 复 平 面 安 上 的 分 布 ,并 导出 J(f) 和 Vy 
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的 一 个 类 似 性 质 . 为 了 叙述 我 们 的 结论 ,首先 引入 定义 . 
定义 10. 12 KYACH-THAFR, 0 € A, MRIERMe> 0, 


iz € @| large — 8| <e} (|) o 


均 无 界 , 则 称 0 A 的 一 个 渐 近 方 同 . 
对 于 Julia R, RMA TERR., EIR RAD 7] I BP FAI 
RRI. 


EH 10.16 设 f 为 有 穷 级 超越 整 代数 体 函 数 , INAS, W 
I PACH TAILS Fl. 

关于 Vj, 有 下 述 类 似 的 结论 . 

定理 10.17 设 f 为 有 穷 级 超越 整 代数 体 消 数 ,Vj 无 界 , 则 Vy 有 
FoF 4- rfr 77 H. 

为 了 证 明 以 上 两 个 定理 ,我 们 需要 以 下 几 个 引 理 . 

5 | 理 10. 2LMi] ix 0,, Ors tts On E LO, 27j 为 m 个 判别 实数 , 则 存 
在 任意 大 的 自然 数 &, 使 得 


cosk@, > (7 —]1].25.-**, m). (10. 13) 


5| 10.3 Wt ge GO HERR, e0) 40, RR o — 0, HES 
点 , 则 


' (z) u» E 1 
re) ee DH (10. 14) 


证 明 首先 由 Hadamard 因子 分 解 定 理 , 有 


| es : 
gis) T a is Ilic 


k=] 


ep 72), (10.153 


其 中 H(z) HE-KM ARE o 的 多 项 式 , 整 数 户 二 o, H 


Oe ee os E A E 
e N a T um Zi 


当 |z| < minc, 时 ,由 《10. 15) 式 并 结合 级 数 的 一 致 收敛 性 得 
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logg(z) = H(z) 一 25 p . 
n=pti\ g=] "~ 
逐 项 求 导 得 
(z) 三 I n = | l 2—1 
giz) 0 P £u ' 
B] 
g' (x) TF VD 
glz) "e > | pr m 


比较 上 式 两 端 便 得 (10. 140 5X. 证 毕 . 
3|38 10.4 设 g(z) 为 有 穷 级 超越 整 函 数 ,《w,) 为 一 无 界 复 序 列 ， 
则 集合 


E = Ü (z € @|g(z) = w.) 
有 无 穷 个 渐 近 方向 . 
证 明 设 g(z) 的 级 为 p 二 se, 不妨 设 
0 « [w| < jw] «& < Jwr] <r, 
否则 代替 {vw,} 考 虑 其 某 一 子 序列 即 可 . 记 g(z) = w, WEN lau), H 
0 x la4| S lanl Soe S lau] Geers 
i E = (a,|n, k € A). RM E DUBC HOS HIEELUIEZT E, WA 


fis D, , cdd. Gas 0 x. 8, «D, < < < 27, 


则 由 引 理 10. 2, 存 在 正 整数 pp > t+ 1, 使 得 


cos( 0,) > Y (k = 1,2, +, m) 


xig 
E, = (aln, kE N}, 
那么 从 上 述 讨论 知 ,E, ELA m 个 渐 近 方向 , 且 全 在 | m FI 上 
对 上 述 选 定 的 p, 由 于 g(z) 是 超越 的 , 故 存在 常数 cE 多 ,使 得 
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g ^?) #0. 作 

h(z) = gizt+c), 
THEARC) g GO CB FB I8] AZ B. A7 (00 40, 并且 易 见 h(z) = w, H 
TB A 

i 一 cin, k € WV}. 
ints = a Ey AN Fe — BBE 5 AB GTZ 
0< lel < leal << lead & 

EU E, = (c.n, k € N) 5 E RA sé HIS) BUE E «UA EXE 
讨论 知 , Es = Ua In. REN) 的 渐 近 方向 全 在 | -E | 上 ,因此 
存在 NI0,3n—N AY, Cou)” 全 在 角 域 ， 


ane - SE "d 
[€ €| — 5 «age <7] 
E. Xf AGO —w, 应 用 引 理 10. 3,8 


h! (z) (p+q-1) 
Rs 一 I 


一 一 (Ptq—D!I2,G)7?, 
k=] 


Tu 


(q — 0, l, Ay ee), 
& n> oo Ff 


an = (5 +¢q- 1) tlim | vo, > Gay t] 


k=] 


M4q>i1f, 
Sca) or 


Kereg) O (pg — IM l TM E 
h?(O) (po DD)! — A L 
(Cne) i 


k=] 


C10. 14) 
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| 556,079 | SS) lew Ot? & Jew 17* >) lew |? 
k=] k=] k=] 


(10. 17) 
H 
| » (un) | = | D> Re leu)? | 
k=] k=] 
> leues Z | 
ETT 6 
=F Blea 
k=] 
AM C10. 16) 式 、(10. 17) 式 和 上 式 得 
| p +g) (P Fg — OLETE 
Leber CO) | = PD} [i05] Mita ec 8 
(10. 18) 


M QU, OX EL hi (cu) = Ws 从 而 fu teme T A C10. 18503 ATE, 
AYP CO} =O (q21,2,-). 

这 说 明 h(z) 为 多 项 式 , 这 与 ole) WBMES. Mit 5| ER 10. 4 得 证 . 
HEHE. 

接 下 来 先 证 明定 理 10. 16. 

WBA 任 取 一 串 无 界 复数 
首先 由 定理 10. 11 知 ， 

f(z) = (z — a)»e"? +a, (10. 19) 
其 中 a EE E, ny E N, (n,»)-—]1,. A(z) AEAN. 由 Julia 集 
的 向 后 不 变性 和 (10. 19) 式 得 
U (z € «€ |(z — a)'e*? = w;) CUS), 
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HEH w, — (b; — ay. 从 此 及 引 理 10.4 MD 8276523 BALA II. 证 
再 证 明和 定理 10. 17. 
证 明 由 文献 ”* 知 ,f 的 不 可 约定 义 方程 可 设 为 
Qq(z,Uw) = w + A, 1(z)w"! 二 十 A (zw + A422 = 0, 
(10. 20) 


其 中 4Aj(z)(j = 0,1, +, ¥— 1) 均 为 级 不 超过 p(f 的 级 ) 的 整 函 数 ， 
且 至 少 有 一 个 是 超越 的 . 
假如 Vj 仅 有 有 限 个 渐 近 方向 , 记 为 


Ors 0,, y On OKO LO, — <I, 27), 
由 引 理 10. 2 可 知 ,可取 任 意 大 的 和 之 o, 使 (10.13) 式 成 立 , 从 而 ,存在 
M 7 0, ER w € Vj, 只 要 |w| > M, f 
cos(argu^) > =, (10. 21) 
HX — Bw, € Vj, w, — oo(n > œ), AV, HIRE p, wr) 
HEA ani} EE Ve 中 .以 下 无 妨 设 
la | S |a] S * S lal Geer, 

取 w fE lw | 充分 大 , 便 有 

la| >M Q1: 2, 8, *). (10. 22) 
又 由 引 理 10. 3 可 知 , 任 取 自然 数 / 0H 


Pe "ba MEN — 1 下 
| gez, w,) | =—¢ DX mi (10. 23) 


J 


z=0 j=l 
从 (10. 20) 式 易 见 


| g (z, Wa) | — 1) 
Hz, w,) | 


Af? Cz) = lim, 
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从 此 及 (10. 23) 式 得 


AV (0) =— (U — 1)! limw, p3 >, (10. 24) 
TT jel U" 


i4 109 kat, hao. 21) R10. 22) 式 和 (10. 24) 式 得 


A2, C0) | < 4 — 1) lim Ar 2D > 


T" 
r Te 
— (l 一 Dilim - e 一 上 S Re| à ^ n cos (arga;;) 
al 
< 20 — D lim E : wa 21 


= 2| A, (0) | lim - "WIL 


因 a,j o9 7-99) T.i 
A®O=0 @=k+1,k8 +25), 


Oi eke. C (2,3, os EL ER TNT 3 BERT 


A,_j;(z) 全 为 多 项 式 , 上 出 由 于 


A, p= ) AoC ) 
logplz, w, —logw, +log| 1 十 : Ao 8 a qs EN" ON 


S (—1» ^! A, 1 (x) scd Ay (2) 
=ylogw,+ 之 7 | W, qe. w, | 


A2 S A, (2) TF PjCA i, sj 


= vlogw, 十 -一 一 rey wi 


+o| "m aen (10. 25) 
| UU, 
其 中 Pj(4,-，，…，A,jt1) 为 有 限 个 形 如 
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A,-; GA, , GO A; (2) 
(1S fis feet X) — d Ad Ar jm )DG€mirEHS:. 
HAF 
A,,(2) (101 ,2.**,t— 1) 
全 为 多 项 式 , 故 
PG, OD ( =H 1s 2, 22) 
全 为 多 项 式 , 因 此 从 (10. 2555848 24k TERT, 


limze/[logg(z, w,)]^ = A®,(z). (10. 26) 


wal! 2j 
< | | |a um 


j=) 
1 Y 1 
过 ALT | we : -———— 
B [an | d j=l [el^ 


: 一 ] 
ep ee ae U 0. 27) 
limus 24 (uy i 


又 从 (10. 20) 式 易 见 : 当 充分 大 时 ， 


d (z, wW, 2) 1) 
Az, w,) 


AV (z) = limw, 


从 此 及 (10. 24) 式 (10. 27) 式 便 可 导出 4A,,(z) 也 为 多 项 式 . 


这 就 证 明了 A e) (= 二 1.2, 00 全 为 多 项 式 , 从 而 f O38 
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化 为 代数 函数 ,这 与 f A RRR EP. WEB. 

定理 10. 17 中 要 求 了 是 有 穷 级 的 ,一 个 目 然 的 课题 与 无 穷 级 的 情 
DUE A. 然而 ,对 无 穷 级 整 代 数 体 聘 数 没 有 定理 10. 17 的 结论 . 事实 上 ， 
我 们 有 以 下 定理 . 

定理 10. 18 存在 无 穷 级 整 代数 体 消 数 /(z), 使 得 Vy 仪 有 有 穷 个 
渐 近 方向 . 

证 明 文献 ”构造 了 一 个 无 穷 级 整 函 数 g(z), 它 具有 如 下 性 质 . 

1) FEER h Maw 

H = {z € @ |R.z >— a, jI,z| <A}, 


G = @\H, 
刚 
g(G) CG. 
2) 2h) Julia BJ Cg) CH. 
现 取 一 点 a € J(g), Rea — 0 H a ^J g 的 Picard HIME. ic 
H, = íiz—a|lz€ H}, G = EAH, 
以 及 
gız) = glz: +a) — a, 
由 235. 
0 € J(gi) CA. 
由 D, 
gı (G) om Gi 
作 无 穷 级 整 代 数 体 范 数 


f(z) = Ug (20T*, 


WA AH, dkEw-—z POUR, BRN OUS v SIT. 由 J Cg) 
的 完全 不 变性 知道 ,f 的 分 支点 全 在 态 " 上 ,又 a 不 是 g 的 Picard 例外 
值 , 故 上 有 无 穷 个 分 支点 ,由 定理 10.11 知 , J(f) = C. 任 取 zxE€ 
@\H*, BT 
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ie = [eey] C NH", 


PX z BB [8] DB AS zx ^3 2T 5C FBI» LA 
V; €H; 


B] Vjy 仅 有 有 穷 个 渐 近 方向 .证 毕 . 
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第 十 一 童 ” 多 复 变 量 全 纯 映 射 的 动力 学 


与 单 复 变 解析 动力 系统 相 比 ,多 复 变 全 纯 上 映射 的 动力 学 是 一 个 较 
新 的 课题 ,其 发 展 还 很 不 完善 . 相应 于 单 复 变 的 双 曲 Riemann 面 和 抛 
物 型 Riemann 面 ,多 复 变 动力 学 也 沿 两 个 方 同 发 展 : 有 和 寡 区 域 上 的 和 
ETE EW. 关于 有 界 区 域 上 全 纯 自 映射 的 迭代 理论 , 早 在 60 年 代 
初 ,M. Herré 就 在 客 ” 中 单位 超 球 上 作 了 系统 的 讨论 ,近年 来 又 有 人 
作 了 许多 研究 ,而 且 得 到 了 较为 完整 的 结果 . Te" 中 整体 的 全 纯 自 上 映 
射 的 迭代 ,从 1969 Æ Hénon 研究 Hénon 映射 开始 ,20 多 年 来 ,研究 对 
RES ARTS’ 的 多 项 式 目 同 构 , 其 结果 也 已 趋 于 完备 . Te” FP 
般 的 全 纯 目 映射 的 迭代 ,目前 只 有 极 少 一 点 结果 ,这 其 中 一 个 重要 原因 
是 单 复 变 迭代 理论 的 许多 重要 工具 在 多 复 变 里 不 再 成 立 , 如 关于 正规 
族 的 有 关 定 则 等 . 虽然 如 此 ,但 迭代 本 身 作 为 一 种 工具 ,在 多 复 变 的 发 
展 中 却 发 挥 了 重要 作用 . 如 产生 于 30 年 代 的 著名 的 Cartan 唯一 性 定 
理 , 以 及 Fatou-Bieberbach 区 域 的 构造 等 都 可 以 用 和 迭代 方法 而 简单 地 
给 出 . 多 复 变 迭代 理论 还 在 天 体力 学 .遗传 学 .数值 分 析 等 领域 被 广泛 
运用 . 本章 就 这 一 方面 的 主要 成 就 作 一 介绍 . 


$11.1 €" Pah 8 PRAIA — EXE TE 
本 节 我 们 对 鹤 ” 中 的 一 般 全 纯 上 自 映 射 及 多 项 式 映 射 作 一 般 性 的 讨 
jp 
$11.1.1 定义 与 初等 性 质 


设 Sene 是 全 纯 映 射 , 记 作 EHEN, E XT fF Enix 
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xke 疡 ,以 及 有 关 轨 道 . 正 向 轨道 、 道 向 轨道 ,周期 点 、 不 动 点 等 的 定义 
与 复 平面 宪 上 的 函数 相同 ,不 再 列 出 . 

Bae @ 是 f 的 周期 为 p 的 周期 点 ,f 在 a ROE A 
SOW f* 在 a 点 的 复 Jacobi HH A = Df? (a). 

定义 11.1 设 a 是 了 的 周期 点 ,4 是 /在 a RTE, ICA 
为 4 的 特征 值 的 最 大 模 , 如 果 4 二 1(4==0), A29 1 9XLA — 1, 则 相应 地 
称 a 是 了 的 吸引 ( 超 吸 引 ) 排斥 或 中 性 周期 点 . 

定义 11.2 SEHE, E), a E C”, Rak l Mie Rm 
正规 点 ,或 Fatou 点 ), 如 果 存 在 a AY BRU, fE C^ le) EE IO PI 
Cf" lo) 4£—- E 9488 LE — 5 (Plo. Ulo PB BO EX 
ay see (BN V K, CCU, KOCE, 都 存在 m = m(K,, KO, 使 得 
“j>mit a SKONK =Ø). 了 的 稳定 点 的 全 体 记 作 二 = 
FS), 称 为 了 的 稳定 集 或 Fatou 集 , 它 的 余 集 J =J = ENF 称 为 
f WA fae Bak Julia &. 

由 定义 容易 看 出 是 开 集 ,J EAR. 这 里 以 及 本 节 以 后 部 分 均 假 
定 所 讨论 的 GE HCEN ECN 是 满 射 和 开 上 映射 ,以 使 我 们 的 讨论 有 旭 
义 . 下面 讨论 这 类 映射 的 Fatou 集 和 Julia 集 的 初等 性 质 . 

命题 11. 1. Fatou & F ffl Julia BJ 都 是 完全 不 变 的 , 即 
FO =f SF, f S= Sd. 

命题 11.2 FUD =F, IM =J, n= 1, 2, w. 

以 上 两 命题 的 证 明 与 单 变量 时 类 似 , 留 给 读者 目 证 . 

当 f 不 是 开 的 和 满 的 时 ,命题 11. 1 不 成 并 ,而 且 当 了 满 而 不 开 
时 ,读者 可 以 证 明 , fF) CFCS(F), SD CJC OO). 

命题 11.3 /了 的 排斥 周期 点 属于 几 吸 引 ( 超 吸引 ) 周 期 点 属于 下 ， 
而 是 对 吸引 ( 超 吸 引 ) 周 期 点 a, PEKIN Q, WE S) aV 2€ 
Q, Kp p d a WAM. 

证 明 ” 据 命题 11. 2, 只 须 证 明 不 动 点 的 情况 即 可 . 

设 a 是 了 的 排斥 不 动 点 , f(a) =a, Df(a) — A, 4 的 最 大 特征 值 
为 4,，|24| 2 d. 如 果 a & J, Bl a € F, 则 存在 a 的 邻 域 U, 使 得 
{ 扬 lv} 是 正规 族 , 即 有 子 列 {f*%) 在 U 上 内 闭 一 致 收敛 或 紧 致 发 散 . 由 

326 


E 


s. UA Gom 


f^ (a) = 二 a 知道 {5}) 不 是 紧 致 发 散 的 . 设 fg WI g:U OS™ 是 全 纯 
映射 ,而 且 Df"(a)- A" > Dg(a), 注意 到 各 是 A^" BS BROE [EL A — 
oo A E5 AM > De (OF KE, Ma € J. 

要 证 明 命题 11. 3 的 第 二 部 分 ,我 们 需要 以 下 两 个 引 理 . 为 了 简化 
记号 ,本 章 中 凡 遇 到 一 个 N OTRAS” PH ee EM. BRA 
量 为 列 向 量 , 在 其 他 情形 为 行 阿 量 . 

引 理 11.1 设 4 是 NxN 上 三 角 阵 ,4 是 4 的 特征 值 的 最 大 模 ， 
f(z) = Az, MRA 1, 则 对 任何 > >à, 存在 多 圆柱 D*(B) ,使 得 
SDAD) C DCB), 其 中 B= (B, Bos n By), By Bua i < 
B, = KB,, K 是 一 个 常数 ,而 D*(B)= Iz E€E 宅 ||zj| 之 Bj, jj 二 1,2， 

证 明 设 


记 4= max |à] <1, a= max {la;|, 132 1, R6 0, f e + 


A<r, Ris B/,20, > B= E i47 2, 3, 5, N, WTAE 
B) B = (Bis, Bw), 可 以 验证 本 引 理 结论 成 并 ,细节 留 给 读 痢 . 

引 理 11.2 HACE, fE HA, E”), f(a) 2a,a € N, W 
果 Df(a) 的 最 大 特征 值 模 小 于 1, 则 存在 a 的 令 域 V, 使 得 POY) CC 
V'EEV,. 

证 明 不 失 一 般 性 ,可 设 0€0,a 一 0, 由 Shur iz FE, Tr TE VE XR DE 
Q, tE Q DIOR 三 MM 是 一 上 三 角 阵 . 

SU =Q), gle) =Q. f- Q), Me € HU, €"), H 
Dg(0) = M, g(0) — 0, 因此 g 在 0 后 的 齐 次 展 式 可 写成 : 

glz) = Mz + Gz), 
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其 中 GCz) 只 包含 次 数 大 于 1 的 项 , 故 可 写 为 G(z) = ENTE 


这 里 ,gx 在 0 点 附近 解析 . 现在 由 引 理 11. 1 可 知 , 对 给 定 的 l>r>aA, 


存在 p, 使 得 M: DY (8B) D" (Crp). 另 一 方面 ,由 于 CO) = 
> zga), 因此 对 给 定 的 球 BO, R) CCU, 存在 < > 0 使 得 在 


充分 小 使 得 Bw < 


B(0,R) 上 有 |G(z)| «clzl*. 


ONK?’ D'(8) C B(0, R) (由 引 理 11. 1 KHE PH AE X E n] VA fi FI 


的 ), 对 此 容易 验证 gC(OD^ (8B)) C puces HE “| cc D'x». RV = 


Q(D"(B)), V' = Q| D*| x4] |. 即 可 验证 本 引 理 成 立 . 证 毕 . 


命题 11. 3 第 二 部 分 的 证 明 : 设 a 是 了 的 吸引 或 超 吸 引 不 动 点 ,不 
失 一 般 性 ,可 设 a = 0, 由 引 理 11.1 和 引 理 11. 2 的 证 明知 道 , 对 g = 


Q^ .f-QUig nd E 8| ,后 者 收缩 于 一 点 , 故 Y = 


€ DY(B), g"(z) 一 0, 从 而 在 V —qQODO(Q» LA f =Q. g". Q 
收敛 于 0. 证 毕 . 


$ 11.1.2 局 部 线性 化 定理 


如 果 a 是 f 的 周期 为 p 的 周期 点 ,; 则 它 是 ^ 的 不 动 点 . 据 命 题 
11.2, 要 讨论 了 在 < 点 的 性 质 ,只 须 讨 论 a 是 不 动 点 的 情形 即 可 . 经 向 
单 的 线性 变换 ,可 不 妨 假 定 a = 0, 此 时 f 在 该 点 的 展开 式 为 

F(z) = Az + Zu. 


其 中 4 = Df(0), fi(z) 是 z 的 上 次 齐 次 多 项 式 ， 
定理 11.1 BLE HCE, ZB"),z 一 0 是 ff 的 吸引 不 动 点 ， 
Df(0) = A, 如 果 A 的 最 大 特征 值 模 为 *，A A' 的 最 小 特征 值 模 p 二 1 
满足 Vo >A, Wf EO 点 附近 可 线性 化 , 即 存在 0 的 邻 域 U 及 U 到 
自身 内 的 一 个 双全 纯 映射 p, 9(0) = 0, Deo) = (单位 矩阵 ) ,使 得 
328 


| 


HET 


po fog '(z) 是 线性 映射 Az. 

证 明 由 于 wo X. DI TETEr >], 使 得 V o >r. 仔细 研究 
引 理 11. 1 和 引 理 11. 2 的 证 明 , 在 两 次 所 取 的 中 (人 记 作 se) 可 以 
取得 充分 小 以 使 得 & 十 e d3- Ar. 如 同 引 理 11. 2 rH— 46, ge =Q" 
>- f oQ, 取 PB, 使 得 g"(D*(B)) C D" G780,m 二 1,2,…. BR, AA 
证 明 g 在 0 点 可 线性 化 即 可 . 

现在 据 定 理 条 件 知 , M Dg(Q0—Q''AQ 的 最 大 特征 值 模 为 
A4 二 1, 而 MM' = Q-!1A 2'Q 的 最 小 特征 值 为 二 1,， p X. 由 于 
g(z) 一 Mz 中 只 包含 次 数 宇 2 的 项 ,如 间 引 理 11. 2 中 的 证 明 一 样 ,可 
设 在 DS CRANE lee) 一 Mz| x celz[*, 从 而 

lg7*!(z) — Mg™(z)| scele" GO? ss er "Bt. 
TE D" (AAEM 
Q,z) = (M !»"g"(z), 
则 (0)》 = 0, Do,CO = (OM^"XODgQ(QDO" = I, MEH ° gz) = 
(M ))"g" o g(z) = MOni (z). 
以 下 证 明 @ 在 D*(B) 内 内 闭 一 致 收敛 . 考虑 
(Pati GO — pz)| = [OM "t grt (2) — (OM Dg" () | 
= | (M "+! g"ti (z) — Mg" Cz) ]| 
< | M'I let) — Mg"G)| 
< ( vg)" «er 


EE 
VEE 


= € 
因此 ,对 YzpE VL, 


Ifc, GO) — eG] KS 919g Go) — pz) 


j=m 
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< cB Se) 


Vp & Vp 
= cp Kk i 
|» Yp-rivp 


由 于 VP >r, ERHET DY(8) 上 是 一 致 Cauchy 序列 ,从 而 
内 财 一 致 收敛 于 一 全 纯 上 映射 9, ?满足 «0 = 0, Deo) = LH 
9?*gG) = Mez), MAA M M' 的 最 小 特征 值 po 满足 Ve >X, 故 
有 detM z 0. 因此 可 取 B 充分 小 ,以 使 得 g 在 D*(8) 内 单 叶 ,从 而 所 
A Gm FLU RHE DEO) = T AH ¢ FE D*(B8) 内 单 叶 . 以 上 讨论 表明 : 
pog. g'iz) = Mz. 证 毕 . 

值得 注意 的 是 ,定理 11.1 中 的 条 件 wp X dI. 例如 ， 
取 fmi, 22) = (Quo Vz, +27), 0O<A< 1, mM) fC Hie, &), 
7(0) =0, H Df(0) = diag(4, A2 =A, A 的 最 大 特征 值 为 4 二 1， 
A A’ BU) SEA P= A, Vp ZA X. 如 果 f 在 0 点 可 线性 化 为 4z = 
(Az,, Xz), 那么 由 于 过 原点 的 解析 曲面 中 由 f 保持 不 变 者 只 有 zi = 
0, 而 A 能 保持 所 有 形 如 zs = cz? 的 解析 曲面 不 变 ( 为 什么 ? 请 读者 自 
己 验 证) ,这 是 一 个 矛盾 , 故 了 在 原点 不 可 线性 化 . 


$ 11. 1.3 多 项 式 映 射 的 Fatou 分 支 


假定 f € He”, €Y) 是 一 般 的 多 项 式 映射 ,类 似 一 维 时 的 记号 ， 
定义 的 填充 Julia B KTH 
天 一 iz € @ |{ f(z) SHARP}, 


容易 看 出 :天 “是 一 个 完全 不 变 的 闭 集 ,而 且 intK* C F. XT intK * Bj 
各 分 支 的 性 质 , 我 们 有 下 述 定理 11.2. 
定理 11.2 KLE HC", SY) 是 多 项 式 映 射 , 则 intK1+ 的 任 一 
连通 分 支 是 Runge 域 . 
证 明 由 于 Runge 开 集 的 任 一 连通 分 支 是 Runge 域 , 故 只 须 证 明 
int K ' # Runge 开 集 即 可 , 即 要 证 明 
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V S CC intK* > SCC intK*, (11. 1) 


其 中 $ 一 (e € S| |p(z)| < supl p(w) |, p EES EC. 
实际 上 , (11. 1) 式 是 以 下 三 件 事实 的 直接 推论 ; 
DY SCCintk+, 则 SC K* , 
22V S CC. intK* , W3 € — 0, 使 得 
S, = {z € E~ |dist(S, z) sc e) CC intK* ; 


3) 4S, S, CC intK*, & (C S. 
其 中 1), 2) 是 显然 的 . HED RNG: VY zE), Jue, 
v € E“, |v] Se ff z =u +v, 于 是 对 任 一 多 项 式 P 忆 有 : 
Ib GO | = [5G tv)| < sup| p(w + v) < sup| Cu) |, 


itz € 5,3) 得 证 . 
ED, 2), DE (S). C S, C K*, 从 而 $CC intK+. 证 毕 . 


$11.1.4 一 些 例子 


本 段 通过 几 个 例子 来 说 明 一 维 迭 代理 论 的 一 些 重 要 结果 在 高 维 时 
不 再 成 立 . 为 简单 起 见 , 所 有 的 例子 均 在 多 * Eo Hio FERS” Et 
可 以 类 似 地 构造 . 

例 11.1 一 维 时 ,Julia 集 等 于 排斥 周期 点 的 财 包 . 在 高 维 时 , 设 
f(z) = (z?，2zs), 则 了 是 开 满 映射 ,而 且 JOD = A x (0) = (Gi, 
0)| lzi| S1). 但 是 , 易 知 了 的 所 有 周期 点 位 于 S = (C2, 0)! ]2,] =] 
或 jz | =0) L, BRS AID. 

例 11.2 一 维 时 ,Julia 集 非 空 . 而 在 高 维 时 ,对 任意 次 数 的 多 项 


式 ,都 有 Julia 集 为 空 集 的 情况 . 比如 设 jz)=| rz Oz 520) ,其 
r"z, II [ize j , 
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"HOcrzl,mzl.4 S ERRI P= 


2 
NAW. er 1B. Pi) > gel) = (zp(zs),0); 当 r 二 1 时 ， 
广 (z) 一 0, 两 种 情形 均 在 和 上 内 闭 一 致 收敛 , 故 J(f) = Ø. 

上 例 中 了 是 一 个 自 同 构 ,考虑 到 自 同 构 本 身 在 一 维 时 就 是 平凡 
的 ,我 们 提出 ; 当 f € HVE”, CY), degf 2 2. 不 是 自 同 构 时 ,是 否 
WA JOD Æ 名 ?这样 的 反例 还 没 见 到 过 . 

例 11.3 一 维 时 ,对 Julia 集 上 任 一 点 a, 其 大 轨道 的 闭 包 等 于 Ju- 
lia 集 , 而 且 对 a 的 任 一 邻 域 U,U EMS OAS TES. 在 高 
维 时 ,这 两 个 结论 均 不 成 立 . 还 以 例 11. 1 中 的 f£ Ag. Se) = Gi 
Jz) J = A Xx (0}, 

D (0,0 € TO (06,0 € D'(0,D = (G,, z) | lz,| <1, 


ia) i plz.) = [] 1 + amet 3X —JGAPAERU EA — Bek 


j= 1,2), 但 是 USD, 1)) =A x OF; 

2) (0，0) 的 大 轨道 只 含 一 点 ,其 闭 包 不 等 于 JO). 

例 11.4 一 维 时 ,f 的 任 一 直接 吸引 盆 内 至 少 必 存 在 一 个 临界 
点 .在 高 维 时 , 设 f(z) = Az, Rz +z), 0< |A| « 1, W| z — 08 
广 的 吸引 不 动 点 . 实际 上 ,由 于 Me) = Ae, AU zz + RAY Pz), Bi 
F(f) = QD = @ = (z|f*(z) 0), (AB detDf(z) = x0, KS 
EE ps8 A. 

本 例 中 了 是 一 个 自 同 构 . 若 不 是 自 同 构 ,结论 如 何 ? 尚未 发 现 反 
例 . 


$11.2 Denjoy-Wolff 定理 


在 单 复 变 中 ,著名 的 Denjoy-Wolff 定理 刻画 了 单位 圆 盘 4 的 解析 

目 上 映射 的 迭代 序列 的 渐 近 性 质 ,从 而 根据 Riemann 映照 定理 , 它 给 出 

了 复 平 面 上 所 有 边界 多 于 一 点 的 单 连 通 区 域 上 同一 问题 的 刻画 . 由 于 

高 维 区 域 的 复杂 性 ,即使 对 鹤 v。 中 的 有 界 区 域 , 也 不 能 简单 地 给 出 一 个 

代表 区 域 . 事实 上 , 按 全 纯 等 价 分 类 时 它 可 以 分 为 不 可 数 多 类 .因此 ,多 
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复 变 类 似 问题 的 研究 依赖 于 各 种 不 同 的 区 域 . 本 节 将 这 一 方面 的 主要 
成 就 作 一 介绍 ， 


§ 11.2.1 强 拟 凸 域 的 情形 


€^ ”中 的 单位 超 球 是 单位 圆 盘 的 最 目 然 的 推广 ,而 强 拟 凸 域 又 具 
有 单位 超 球 的 一 些 好 的 性 质 . 人 们 在 给 出 单位 超 球 上 的 Denjoy-Wolff 
定理 后 ,一 个 自然 的 问题 就 是 研究 强 拟 凸 域 的 情形 . 下 面 的 定理 完整 地 
回 和 党 了 这 一 问题 , 它 是 到 目前 为 止 所 研究 的 最 能 的 区 域 . 

EH 11.30 RACC E BRAC HFK RW om. fe 
H(2,2), 则 以 下 两 者 之 一 成 立 : 

D PIER SP} APB ACE n, 

2) FETE Q B*—"r EU Ry RFI) E) A Scu 
SUE Rp V = RQ) dé Q B) IUE , At CI) B8 FE I FP 
限 g, 必 有 表示 g — T » Ry, 其 中 T:Y OV 是 一 双全 纯 映 射 . 

定理 中 的 全 纯 收 缩 Rj 是 指 满足 RF = Rj 的 全 纯 自 映射 . 

定理 的 证 明 要 用 到 由 M. Abate 在 1988 年 引入 的 极限 球面 概 
念 ” 以 及 有 关 强 拟 凸 域 的 一 些 性 质 . 

定义 11.3 设 0CC EEK, a € 0, rERN R>0, € 
LA r HPC Ua 为 极点 ` R 为 半径 的 小 极限 球面 (small horo- 
sphere) FE,(x，R) 和 大 极限 球面 (big horosphere) (x,，R) 分 别 为 : 


E(x, R) = (z € (1| lim sup Ka(z, w) — Kala, w) | 一 logR | i 


Re Nise Dl ln i Rt wd eda en 3logR|， 


(11. 2) 


其 中 Kale , ° E Q EH Kobayashi E W. 

我 们 要 用 到 的 关于 极限 球面 的 一 个 关键 性 质 是 如 下 的 引 理 11. 3. 
Ei M. Abate 在 1988 年 证 明 的 ,证 明 较 长 ,此 处 略 去 . 有 兴趣 的 读者 
可 参看 文献 
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5| 11.3 RACC E~" d — ^ C? sa p de, , Wt 
Fr, RYN AM = (x). (11.43) 
为 证 明定 理 11. 3, 还 需 建立 如 下 一 些 引 理 . 
5| 理 11.4 iE 0C C €" 是 一 个 C? 强 拟 凸 域 , f € HQ, 00, 如 
果 { 广 ;的 任 一 收敛 子 列 都 收敛 到 边界 点 , 则 存在 唯一 x € AN, 使 得 广 
在 中 上 内 闭 一 致 收敛 于 r. 
WAR 给 定 a€0, 由 于 { 广 (z)}) 的 所 有 极限 点 均 位 于 3 上 , 故 有 


limKa(a, f"(a)) = ð, (11. 4) 
根据 实数 列 的 性 质 , 由 (11. 4), 不 难 选 出 一 子 列 {m4;}， mj; 一 co ,使 得 


Kala, f"(a)) < Kala, fit*(a)), VRE WS. 
(11.5) 


由 于 2 是 强 拟 凸 域 ,因而 它 是 绷 紧 (taut) 区 域 , 故 { 广 }) 是 正规 族 . HA 
必要 ,再 选 子 列 ,可 不 妨 设 { 户 } 是 收敛 的 . 设 f°;(z) — x € a0, WA 
lim f^; (a) = T, 
lim/^;**(a) = limf™(f*(a)) = z, Y k = 1, 2, 0, 
(11. 6) 


我 们 断言 : OG, R)) CF., R), VR=1, 2, ©. 
(11.7) 


事实 上 , V z € E(x,R), FEARI E Kobayashi 距离 下 是 非 扩张 
的 , 故 由 (11.5) 式 及 (11. ORI: 
lim inf[ Ka C/* (z) ,w) — Kala,w) | 
< lim inf Ka G2, f; (a)) — Kala, f° Ca) ] 
< lim inf KaGz, f"/(a)) — Kala, f" (a))] 
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< lim inf[ Kg, f";(a)) — Kala, J" (a5) ] 


< lim sup[ Kalz, w) — Kola, w) | 


] 
ín 7 log R. 


&& f/*(G) € FG, R), 断言 得 证 . 

Bea [EH CA") UF CP, P x € 30, WO. DH 
表明 , x, € F(x, R), AMA. DAA zi — c, 因此 天 是 唯一 的 ， 
HX Y z ER, ar HAB] — So S TERI B CP") EIE SU (3 81. 
WEHE. 

引 理 11.5. RACC E ECRM, EHA, M, WEZ 
fE HO, 0), BZ f(x) Uc an. 

证 明 REA. Gd a € 使 得 f(a) = yE ao, y] f(z) etr. 
我 们 熟知 ,C? GRAD Po LA] PA B I A Bid AQ) AE 
Q 全 纯 并 连续 到 边界 的 图 数 之 全 体 , 则 对 “= fla) € a0, 存在 
g EA), 使 得 gt) 二 1, leel — 1, Yz € ONG). 

YELAR h =g., W AC — gCfCa)D —1. mHE IACO| x 
1,，Y z E00, 故 由 最 大 模 原 理 导出 h(z) 1. 即 g(f(z)) 三 1, 由 此 导 
出 f(z) =C. 证 毕 . 

下 面 的 引 理 11.6 要 在 引 理 11. 7 的 证 明 中 用 到 . 引 理 11. 6 的 证 明 
较 长 ,读者 可 参看 文献 . 

5[38 11.6 iX M Ié —" T8 BR o6 8 HEBES BICI M 的 每 一 
有 界 子 集 都 是 完全 有 界 的 ) FIR f:M 一 M 是 一 个 在 所 述 度量 下 非 扩 
张 的 映射. WMR Ja € M, FIlm) moo, tE a EARS 
列 , 则 YY z EM，( 产 (z)) 是 有 界 序列 . 

引 理 11.7 ix QC C €" BC sibl Six. f € HO, 2), WR 
(PA — AP TR BB BRE RF H, 00, Bu 7 B5 BEA ER BR BARS 8 ERT 
H, 2). 

证 明 iA mo, f" —g€ HA, 0), 则 对 给 定 的 a € 0, 


(Fua) OA BASF. ESB f tg Kobayashi 上 度量 下 是 非 扩张 映 
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At, aT AE UERA OQ AR cee A E.g 11.6 XB]: V z € 0. 
L^" GO) BAR Fe. A m CA a PUB ee BRR RCTE HO, 00. 以 下 
WEH O 是 有 限 完 全 有 界 的 . BE. ESR I E Kobayashi 度量 是 完 
备 的 , 故 在 Kobayashi 度量 下 , 任 一 球 B(z, 7r),zE€ Q.r 0. Ë 
B83(z,，7) 是 紧 的 ,因而 2 的 任何 有 界 子 集 的 闭 包 是 紧 的 ,从 而 更 是 完全 
AAA. WEHE. 

现在 ,我 们 来 证 明定 理 11. 3. 

WR i DOO XN" ERA FE AQ, EOPHA EA, 
I" (OS A") HY Bie PR BR AY AY SS Gr. 定理 的 证 明 分 两 种 情形 . 

情形 1: SR" a FE BB SICT ER 

CO BF PA HF AB oe BI a FPS, MU | Z8 11. 4 表明 整个 序列 
J" — r € an. 

Gi) APRETI}, fo; — zo € N, Wi 

JG) = lim (f(z)) = limf" (f (20) o 

BD f(zo) = zo. TERS SR fi EF SP) ,有 


limf" (z) = limf" (zo) = zo, 
phe fees 


故 fz. 

BZ ,我们 得 到 /"—£€ 0. 收敛 的 内 闭 一 致 性 由 {. 记 ?的 正规 性 
得 到 . 

情形 2: 存 在 收敛 子 列 { 疡 小 , "i 一 gE HI 0), He 不 为 常 值 . 

由 引 理 11.5 Me € HQ, Q), HA5 11.70 rN CHA, 
Q», 因此 也 ( 方 是 一 个 紧 致 Abel 半 群 . 由 半 群 理论 可 知 , 存 在 唯一 的 一 
MR wR Er, Ry = RÈ, 即 Rj 是 人 0 的 一 个 全 纯 收 缩 ,V = 
R,(Q) = Fi,(Rjy) 是 一 个 子 流 形 . 

PLE lm} Re, fir g. FAVE ARF, AK 


Rj = mj 一 Mj = 


L; xs kj — mj = mj. — 2m, — co, 
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进一步 还 可 设 {9) 与 { 户 } 均 收敛 . 令 
f;—RCI"'QOcH«q21», 
f;—hec€I"Cf)c HCO, Q, 
由 fme 二 fme fh = fh o fr RRRS 


g=g°R=Rog., (11. 8) 
LA fe] ERAS SB Brie HIT fs m fo fi = fie fi, 得 
R=g°h=hoeg, (11. 9) 


由 (11.8) 式 (11.9) 式 得 
Re=hegeh>gH=heoReg=heg=R, 


MUR € PCS) EDR ET. H EBT IER R = Ry, fh 
R,, MACUL 8) 式 可 以 重 写 为 


g=g° Ky. 

VA PHAUEB] T — gly Vio V 是 双全 纯 映 射 即 可 . 实际 上 ,由 R? 
= R; Rly = id, 而且 由 于 hE€ 让 ( 刘 ), 因 此 在 上 述 讨 论 中 用 有 (CS 
g 又 得 

h=heR,=R;ohk. (11. 10) 
现在 (11.8) 式 表明 g VO = R; Gg (ODD) CC R(OQ) =V, hte € HV, V). 
男 外 , (11. 1003 XE HH A€ HOV , VO. is 201. 053XZ8 iH A» gly =e 
Aly = Rely = id EX ely zT.V = V 是 双全 纯 映 射 . 证 RE. 

在 经 典 的 Denjoy-Wolff 定理 中 (单位 圆 盘 上 ) ,本 定理 的 结论 2) 对 
应 于 Fix) v 2 的 情形 .但 在 ”中 的 C? 强 拟 凸 域 上 ,结论 2) 并 不 能 
保证 Fix(f) AS. 事实 上 有 下 面 的 例子 . 

例 11.5 在 安 ” 上 定义 实 值 函数 Pp 为 

eG) = |z||:—2|za|l+l1—r’, 


其 中 0 二 7 < 1/2 是 一 确定 数 . 4 
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N = {z EG |p(z) « 0), 
容易 从 定义 证 明 Q 是 一 个 有 界 的 具有 光滑 边界 的 强 拟 凸 域 . 


f(z) = — £19 


] l, 
m . ** * pex 7 


2 2 


Wf c AQ, (D, HJ”) — Rez) = (,,0, **, 0), (A Fix(/) = 
e. 

an Fe Q FE SL oy SX, GE FE 11. 3 的 形式 与 经 典 Denjoy-Wolff € 
理 相同 ,这 将 在 下 一 段 中 子 以 介绍 


SN 11.2.2 四 区 域 的 情形 


AFE PRR C ”边界 的 凸 区 域 是 强 拟 凸 域 , 故 利 用 和 定理 11. 3 
可 得 如 下 的 定理 11. 4. 

定理 11.4 iE OQ CC v" REC? mp, fe HW, Q), bt] 

1) WR Fix) = OS, WHE x € aN, f" — c EN KA 
致 收敛 ; 

2) WR Fix C/) FO, 则 存在 子 列 { Rt RS fru 
R,,V = RAD) Æ Q BJ OE «Tu HE SN ECU RP UA) F 
在 双全 纯 上 映射 T:V > V.fEf"—mR.—TR, 

证 明 显然 上 只 须 证 明 对 CC? 凸 区 域 , 定 理 11. 3 中 的 结论 2) 必 保证 
Fix (/) Æ @ BUA. 

由 定理 11.3 之 结论 2) MFT INP), f R, € HA, 0), 
故 对 给 定 的 ea E 2, (f(a) 是 中 有 界 子 列 , 从 而 ,用 引 理 11. 7 中 
的 证 明 方法 及 引 理 11. 6 的 结论 知道 ,( 产 Ce) 是 吕 中 的 有 界 序 列 ， 
人 2 中 定义 


r(z) = limsupKo(fi(a), z), z € f). 


由 于 Ka 满足 三 角 不 等 式 , 容 易 知 道 r(z) 是 只 上 的 连续 国 数 ,而 且 由 
Ka 的 性 质 知道 , 当 za? B] r(z)—oo. REA 
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r= infr(z), A= {z € Q[r(z) =r}, 
则 由 kz) 的 连续 性 以 及 7r(z) 一 co (2 an 时) 知道 ,A 是 非 空 闭 集 , 而 
上 且 由 0 是 凸 集 知道 ,0 内 任 一 点 为 心 的 Kobayashi 度量 下 的 球 是 凸 
集 ,从 而 4 是 凸 集 . 最 后 根据 A 的 Kobayashi 度量 的 非 扩张 性 知道 
JSA) C A, 因此 ,ff ESR dE AOS 4 的 全 纯 自 映射 ,由 Brouwer 
不 动 点 定理 可 知 , EA 上 有 不 动态 ,从 而 Fix(f) 关 OS. 证 毕 . 


$11.3 有 界 域 上 全 纯 日 映射 的 随机 迭代 
本 节 考 虑 有 界 域 上 全 纯 自 映射 徐 的 随机 迭代 问题 , 设 OC e" 
有 界 区 域 , Z C HA, 0), BES, CH, ZERE 
G,=Sicefrewrefiyn = 1, 2, 0° 
HAMER 
Fa = fae fn ae e fis n=l, As doi. 
UE five he Ay [a] Bie: EO RE POR G, 或 F, ER AAA 
FN 
$ 11.3.1 压缩 映射 的 随机 选 代 
定理 11.5 iE OC v" RAAXXxE,ECCÓO,H 
S -—í(fcHtq10)f(20) c E), 
则 对 任何 序列 EST CF, 存在 a c (2, 使 得 G, = Fi E T TOM T; TE 
N EARS F a. 
F AB BRST A PR AY Fis 4g BRL RY 
证 明 ide =dist(E, 30), d= zB Et M ENKER. 对 固定 
zE Q, Ex 
galw) = flw) +H 0€f 0D — f(z)), VwE d, 


注意 到 
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| S rue 
IpCA iw) — FLOR S 52MM 5? 


mA ga € H(A, 2). 
R Fer AQX E HAH Q EKI Kobayashi 度量 的 无 穷 小 形式 ,由 于 
全 纯 上 映射 在 Kobayashi 度量 下 是 非 扩 张 的 , 故 有 
Fr(g (2), Dg, z) x: Fk(z, 0, VEE EN, 
(11. 11) 
注意 到 
gaz) = J Cz), Dg) = (114+ DÍ, (z), 


故 (11. 11) 式 可 重 写 为 


Felat), Df,(z)£) <S ———Fx(z, C), CC S* 2 EN. 


] : 1+8" 
LIT 12) 
回忆 R EI Kobayashi 距离 为 


Koz, w) Me inf| FOX. ^d (2))dt, V a wW c fl, 
(11. 13) 
其 中 下 确 界 取 遍 2 中 的 C 曲线 Y: Hom 7 z = yO), w = YO). 


现在 对 任 一 这 样 的 曲线 六, 亡 o Y 是 以 f,(z)，fr(w) 为 问 点 的 相应 
曲线 ,因此 (11.12) 式 (11.13) 式 给 出 : 


FF OD) Df, YQ)" @)) S ——FxkQO (0, Y' (0), 


<I 
Bp 


Fe GI LL ed Rs ODE 


SET 
(11.14) 


在 (11. 140 X PST t € [0, 1] 取 积 分 ,并 利用 (11. 13) 式 得 : 
Ko eo Fu) < inf[ FG. YO). CF, Ya) dt 


340 


< inff gh), Y (0) dt 


= pale, w), VW z,we , 


因此 ,对 任何 目 然 数 n,p, 下 列 两 式 成 立 : 


Ka(G,G). GG) < | 75) Kafe)» f. Gi) 


«Alia QV zw C fl, 
LL T. 153 


n— ] 
Ka(G,G), Gr (2) 去 es) Kat fons fev Yita) 


a= | 
= Al 133) (11.16) 


其 中 4 = sup Kalz, w) < oo, 
因为 是 有 界 的 ,所 以 存在 RR 二 0, 使 Y ce EDF 
Q C B(,R) = {fw € E| lw —z| « R). 


我 们 熟知 : 


jw — z | 


Ko(z, w)Z:Knco. m G» w) «| 0, R ples, Y2z,wEeEN, 


EIL 123 
其 中 o EPMA AC E EW Poincaré HE s. 
现在 从 (11. 15) 式 至 (11. 17) 式 得 : 


n-—] 
GG) — Ge) < AR| zF) V e wea. 
(11. 187 


"n—1 
GG — 6, D] < AR| 5. V EQ, 
(11. 19) 
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根据 (11. 19) 式 得 {G,(z)} 是 一 个 一 致 Cauchy 序列 ,所 以 它 收敛 于 某 
点 z, E€ E, Ol. 18) X. 3€ BB G,(w) 与 G,(z) 极 限 相 同 , 故 有 
G Cw) >— z2, Y wen, 


ft Bc ot fe h. WEEE. 
但 是 ,关于 F,—f, = r e fı , EIEE BIEN A. 例如 , AY 


O= BAC” 中 单位 超 球 , f(z) — Tes Sai) m oe — de] ,其 


He = (1, 0, =, 0 € E~, Wl F, Æ Q UN TETI AE T SX. 
在 下 述 定理 中 ,我 们 对 wN AEA. | Al 表示 其 算 子 范 数 , 即 
| A || = max|Az]. 
定理 11.6 RACO E HARM. Z CHAD 满足 以 下 条 
ft. 
Dtift—fecrruigBidsksiQ.mH | Df) || <1.V zE 
on 
sup | Df || <1, (11. 20) 
fess 


则 对 任何 序列 C5) € FG, = fin f RNA G. GO +a En. 
证 明 下 面 我 们 分 四 步 来 证 明 这 一 定理 . 
首先 ,我 们 证 明 : 
sup | Df(z)l <1, Y zE. Ga Pee 
c 


事实 上 ,如 采 存 在 a € 0, 使 sup ID || =1, 则 存在 SLE F, 
fi> f EHQ, 2, EE | Df(a) || — 1, 因此 ,存在 点 P EE, 
|P] = 1, 使 得 |Df(a)P| = |P| — 1. 

考虑 全 纯 有 映射 g(z) = 二 Df(z)P 三 (gj(z),…*, gn(z)),zE Q0. & 
然 g € HA, B), h igela] = 1 知道 g(a) =b E 9B, 令 
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N 
h(z) = (g(z), b = > g(z) bs 
j=] 


WW A re 2 EEEE, T A 
IhGOo| < [gz lel = |ge@ | <1, lh(a)| = |o]? = 1, 


因此 由 最 大 模 原 理 得 到 hh(z) = Ala) = 1. 这 又 表 明 g(z) = 6, B 
IDf(z)P| 二 16| =1, 从 而 (| DAGO || Ze 1. HHA, ID || z 
1, 这 与 条 件 2) 矛 盾 , 于 是 (11. 21) 式 得 证 . 

第 二 步 ,我 们 证 明 : 

对 任何 € F, z, w E€ ,我们 有 


te) | | (Ll 225 
事实 上 , 知 z, w € 2, 那么 以 z, w 为 端点 的 闭 直 线段 工 是 的 
紧 子 集 . 因此 ,由 (11. 21) 式 知 存在 s 0, 使 得 
{DA | 1—e,zEL. 
由 Df MEX MVAEL, A 


lim | flu) 一 He aes —a)| . Q. 


故 存 在 6. > 0, 使 得 当 w € Bla, ô) 时 ,成 立 下 式 : 
Ife) — f(a)| x 4 )ID/f(2)(G — a) | 
< O4 £) || DfX2» || [u — a | 
< (1 — e)lu— al. 
显然 ,了 由 所 有 这 样 的 球 BC, 6,),a ELAR. ALK BHT, GE 
在 过 上 有 限 多 个 点 , 按 从 到 也 的 顺序 排 为 al = z, dar, s dnis 
a, — Ws, 使 得 
|/(a) — land | < O — &) la; — ayy], J= 1l, 2, yn — l, 


由 此 导出 : 
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n— | 
f(z) — feu) | = | Of) — fa. 
j=l 


n-] 
< 20 — &) |a; — aj- | 
j=l 
SC) Exe ms gemis 


其 次 ,如果 z C aN R w EN, Xz, wE a0, 则 可 取 两 点 a,bE€ 
NN L. ia, b ÆR LM zF w 的 方向 上 ,由 前 面 的 讨论 可 知 , 存 在 
e > 0, 使 得 


l/(a) — fi) x e6)la—bl. (11. 23) 
由 于 f PE QUE RE , 故 存 在 Qi € Es ids bi = Lb, w |, 使 得 
Fesa e z la — b], 
| 1.20 
|f Gw) — fG0| « Fla — bl; 
而 前 述 讨 论 同样 保证 : 
Jiad — f(a)| < la —a,|, 
J — ft) |< |5 — bil. 
结合 (11. 2223X E C1. 25) 式 得 到 


Fe Fn eR ta) 


(11.25) 


+ |f(a) — f0»| + 1/0)» — fGD| 
+ |f,) — f Go) | 

« lai — 4l + la — 5] + |6 — 5| 

= ja — b| < |z — w], 


E O1. 22) 式 成 立 . 
第 三 步 , 设 d = diam (N), w Æ F 的 等 度 连 续 模 ,有 即 
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w(r)=sup( | f(z) fD | |fEF, z, w€Q, |z—w|zr), 
re [ 0; "A 


我 们 有 : 

Gi) w 在 [0, dqj 上 是 上 升 的 ; 

Gi) olr Fro SoG) 十 mr rrr 之 0 十 7 5d ; 

GD wr) <r,0<r<d; 

Civ) w HELO, d ] EXE AE ; 

(v) wr) <r, 0 r xd. 

事实 上 ,(G) 由 的 定义 给 出 ,kiii) 是 (11. 22) 式 的 推论 ,现在 证 明 
Gi). 对 任意 给 定 的 zx, w € Q, |z — w| irr; Bi QE TETEA TE 
在 u € Q, 使 得 |z —u| Sir, |lu — w| si ri, 因此 由 (11.22) 式 得 

If) — few) | x |f (D — fGo| + [fd — f QD | 

So) tolr), Y SEF. 


由 此 即 得 (ii). 
其 次 ,由 Ci Gi), Gi) AI. Ar. > ri, M 


wlr) — w(r,)| = wlr) — w(r,) 


Solr — rn) 
Sr2— 71 = |r = ris 


i w ELO, d] FE , Civ) Bie. 

最 后 证 明 (v). AF ORM, AMBER AM, Ait WO, 人) 是 正 
规 族 , 更 有 FY 是 正规 族 . 进一步 ,由 假设 条 件 1) 与 条 件 2) 以 及 E 
等 度 连续 性 知道 . 是 闭 的. 要 证 (v), 采 用 反 证 法 . 假如 不 然 ,存在 + € 
(0, dj 使 w(r) =r, WEHE zns wn, E RN, ,EF ,|z, 一 w| 芝 7, 使 
得 lim |f,(,) 一 fn(w,)| = r. 者 有 必要 ,选取 子 列 ,可 不 妨 设 {z,)， 
Cw, FS} FW. E (zn WF x, Ge UE SUE ws zs we 0, Uf.) 
WAFS EF, ME IS) — fw) | =r lz —w|, 这 与 (11. 22) 式 
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现在 我 们 来 证 明定 理 的 结论 . 
首先 ,对 任何 紧 集 CC 0, 任何/ € 5. 我 们 有 
diam f (E) xc w(diamE), 
因此 
diamG, (Q) < w' (diam (2) = œ" (d). 
由 o 的 连续 性 及 or) <r, 容易 看 出 : 
lime Cr) —0,V rE[0, d]. 


这 说 明 diamG, (200, A G, -ae 万 在 页 上 一 致 成 立 . 证 毕 . 
3$ 11.3.3 一 般 绷 紧 区 域 上 的 随机 适 代 


在 前 面 两 段 里 我 们 看 到 ,在 一 定 条 件 下 内 和 迭代 G 一 a € N, 但 外 
迭代 F, 却 不 收 伍 .本 段 将 对 一 般 绷 紧 (taut) 区 域 讨 论 某 种 限定 性 质 的 
映射 序列 Cf.) BEP LBS AER G, 与 外 迭代 F, 收敛 于 一 点 的 充分 必要 
Kd. 

738 11.7. iE QC C V" SR (tau KM, fE H2, 2), 那么 
MH XM f ERNA -RETIA a € QW IHE E f KAF f£ 
的 序列 f) C HG, 2), AG = fie froe J WRF OE 2. 

证 明 “ 仅 当 ”部 分 是 显然 的 , 现 只 要 证 明定 理 中 “ 当 ” 的 部 分 . 

ib f 有 了 吸 性 不 动 点 a, fla) =a, Df(a) 的 所 有 特征 值 模 都 小 于 
1,H15[38 11.2, 则 存在 a 的 邻 域 V ,使 得 

IVE V CEF, 

另 一 方面 ,由 于 收敛 于 了 ,可取 MS 0 充分 大 及 一 区 域 Y CCS 

V, 14 n > MITA 
HCV Coy, 


应 用 定理 11. 5 5. = fua o Fuss ibis o fas Mi) Ze V 上 有 
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CS —> e c V, V X c V, 


从 而 由 G,, =f, ee o fu o fuai Tm (f, — Gy o Guin 知道 ,对 任意 给 定 
Hjz EV, 有 
G,(z) > Gul) z b c 2. 


最 后 ,由 于 只 是 绷 紧 (taut) 区 域 , 故 {C.) 在 如 上 是 正规 族 . 令 CH 
(G.M FE—TRPR RS 90] G € HQ, 2), 而 上 述 讨论 表明 Clv =b, A 
此 据 唯 一 性 定理 知道 C(z) 三 5,Y z € N, EE G,GO TE Q EUST b. 
证 毕 . 

定理 11.8 ACCE EIE Cau KR, f € HW, 2), 那么 
当 且 仅 当 了 在 2 内 有 一 吸 性 不 动 点 ea 时 ,对 任 一 满足 f, 收敛 于 的 
序列 (CF) C HOO, 2), IER Fa = fo Sa-i 0 ll el f WORF OA 
cio fi HER F.CGO-a. 

证 明 如 同 定理 11.7 的 证 明 一 样 ,只 要 证 明 该 定理 中 “ 当 ” 的 部 分 
即 可 ,而 且 像 定理 11. 7 BREE, HEV" CCV, M 0, 使 得 当 n 5 M 
时 ,有 


JC XT ¥ Cove 
JTOVYX-Y'"ccv. 
如 同 定理 11. 5 的 证 明 ,可 得 到 某 e > 1, 使 得 
Ky Cf, GO, f,(w)) < eEKy(z, w), V z, wC€ V. 
w 
F M.a — Ía T Ja T Wf uis 
则 
Ky CF y, Cz), fu V0 =< EU TR Cz, w)--0,z,wCV, 
BĮ 
diamF m, , CV ) — 0, 


故 Fu, ET E718 EWR Fu, n EV EW ALEV. HB 


T Q E taut 区 域 , 故 {Fw。} 在 吕 上 是 正规 族 ,从 而 ,由 唯一 性 定理 知 
347 


iB Fy, n CDN F bEVA2 EN Mae, Mm 
F, (z) = F m,n o Fylz)—b, Y ZER. 


现在 根据 引 理 11. 2 EB, L EBay ak V. 可 以 任意 小 ,因此 ， 
只 能 是 如 = a. 这 说 明 {F,(z)}) 的 任 一 收 人 印 子 列 都 在 上 收敛 于 a, 从 
Ms {F(z)}) 在 上 收敛 于 a 证 毕 . 


811.4. E FR ERU H IR] FAROS f 


1969 年 Hénon 研究 了 实 二 维 Hénon PRAY (f(x, v) = Cy, y? + 
6z +c) (840), SHRM AEURGET €? 中 多 项 式 自 同 构 的 动力 学 
的 研究 , 如今 已 得 到 比较 系统 的 理论 体系 . ?中 多 项 式 自 同 构 的 动力 
学 研究 内 容 较为 庞大 ,涉及 知识 较 多 ,限于 篇 幅 , 本 节 仅 就 其 中 初步 结 
ARE — fa] RAT 28 . 其 他 有 关内 容 可 参考 本 章 后 面 提供 的 有 关 文 献 ， 


Y11.4.1 Z 中 多 项 式 目 同 构 的 分 类 


E 中 多 项 式 目 同 构 的 动力 学 之 所 以 能 够 得 到 比较 系统 的 研究 ,在 
很 大 程度 上 得 益 于 Friedland 和 Milnor 在 1989 年 EM 证 明 的 如 下 的 分 

定理 11.9 ALUM ELE. E 的 多 项 式 自 同 构 可 分 为 以 下 三 
类 : 

1) 仿 射 变 换 类 4 

A = (f € Aut C?) | f 是 仿 射 ( 即 线性 ) 变 换 } 

2) 初等 变换 类 E; 

E = (f € Aut (7) |S ÆR KFR z: = ce WAREKE z= 6) 

— (f € Aut (6*) | f(z) = (az, + PG; Bz, +0), @, P. 0 是 

08 关 0, 且 p 是 一 个 次 数 大 于 1 的 多 项 式 }; 

3) ARAT X Hénon 映射 的 复合 g = one go ioco ge 其 中 广 
X. Hénon 映射 是 如 下 形式 的 自 同 构 : 
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f (x) = (Zas plz.) m Öz), ô Æ 0, 


这 里 p 是 一 个 次 数 大 于 1 的 首 一 多 项 式 , 在 了 了 的 Jacobi 阵 作 用 下 有 
JI) =o. 

证 明 这 个 定理 的 关键 是 利用 Jung 在 1942 年 文献 二 中 的 如 下 定理 ， 

定理 11.10C(Jung FH) “〈 复 或 实 ) 坐 标 平面 的 多 项 式 自 同 构 群 
G 可 由 其 仿 射 子 群 4 5 we T ue E AX. 

定理 11. 9 的 证 明 梗 概 :根据 Jung 的 定理 ,每 一 个 多 项 式 自 同 构 g 
uf Ng gi goo gu HP ag; 交替 属 于 4 或 无. 把守 叫 做 这 种 
表示 的 长 度 , 在 共 斩 意 义 下 ,g 的 共 斩 类 中 长 度 最 短 者 , 设 为 2, 称 为 吕 
的 长 度 , m 有 两 种 情形 ; 

(i) m = 1, Wat g ETF A 或 E 中 的 元 素 , 即 为 1) 与 2) 两 类 ， 

(ii) m = 2k, 此 时 g JE an ° er ° aa) ° er- ° tt e a e ei Km 
a,€ A. e,€ E. 每 个 形 如 w。e AE MSIE RET — AN X. Hénon BR 
射 , 这 可 通过 常规 计算 给 出 . 进一步 可 以 证 明 ar s e ° aio ev EHE 
于 m 个 广义 Hénon 映射 之 复合 ,其 细节 可 参见 文献 “- 第 69 至 第 74 
页 ， 

仿 射 变换 与 初等 变换 的 动力 学 性 质 是 简单 的 ,我 们 将 看 眼 于 有 限 
个 广义 Hénon 映射 复合 的 情形 . 为 了 简化 记号 和 令 述 方便 ,所 有 结论 
及 证 明 仅 对 一 个 单个 的 广义 Hénon 映射 叙述 ,而 其 方法 可 以 推广 应 用 
于 多 个 这 种 映射 的 复合 . 


3 11. 4. 2 不 动 点 


ib elz) = (2, plz.) 一 6z1) 是 一 个 4d IX] X. Hénon 映射 ,给 定 
-点 zz = (zo，21) € E, 采用 下 述 记 号 来 表示 > 在 g* 下 的 像 是 方便 
的 : 
z = (zo, z,) 9 (z,, z,) ees 5 (z,, Z1), (11. 26) 

HH z; = plz) — ziz J = 25 3, "sk +L 

EI 11.11 hg Æ dK X Hénon RH.) g* HA a* 个 不 动 
点 (包括 重 数 ), kS 1, 2, 
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证 明 据 (11. 26) 式 知道 ,点 z= (Zos zz g 的 不 动 点 当 且 仅 当 


I" = Zo» 
f |æ 


这 一 方程 组 与 (11. 26) 式 一 起 化 归 为 

(p) — Óz,., — Zea, = 0, 

sini.) 一 óz,.,— zi = 0, 

Los 一 óz,— z; = 0, (11. 27) 

ror 一 人 zu —2z,=0, 

Iz — 21 = 0, 

z, — zy = 0, 
这 是 一 个 & 十 2 元 方程 组 .根据 代数 学 中 的 非 线 性 代 换 定理 (Theorem 
of the Nonlinear Alternative) ,如 果 将 上 述 各 方程 中 仅 保留 最 高 次 
项 而 得 到 的 导出 方程 组 只 有 平 几 解 , 则 原 方程 组 解 的 个 数 等 于 各 方程 
次 数 之 积 . 现在 ,方程 组 (11. 27) 的 导出 方程 组 是 


(21 = D, 
| 
1 
| 


d EM 
z1.; = 0, 


(11.28) 


2141 721 = 0, 
*kR 2p 一 0. 


显然 方程 组 (11. 28) 只 有 平凡 解 , 故 (11. 20 KA d od 5 edelel= 
d* 个 解 , 定 理 得 证 .证 毕 . 
定理 11. 11 表明 ,对 每 一 个 有,g* 恰 有 个 不 动 点 ,这 些 不 动 点 可 
能 是 g 的 周期 为 的 周期 点 ,也 可 能 是 g 的 周期 小 于 的 周期 点 . 
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Friedland 和 Milnor 在 文献 2 中 提出 了 如 下 狂想 ， 

猜想 11.1' 设 g 是 有 限 个 广义 Hénon 映射 的 复合 , 则 对 所 有 充 
TKH k, g 有 周期 为 上 的 周期 点 . 

下 面 的 定理 11.12 部 分 地 回答 了 这 一 问题 ， 

定理 11.12. 设 g 是 广义 Hénon 映射 , 则 对 任意 充分 大 的 素数 p, 
g 有 周期 为 户 的 周期 点 ， 

证 明 设 p 是 素数 ,如 果 g 没有 周期 为 p 的 周期 点 , 则 g?* 的 不 动 
点 全 是 g 的 不 动 点 ,根据 定理 11. 10 可 知 , 这 样 的 点 最 多 有 4 个 . R 
Shub 和 Sullivan 在 1974 年 证 明 的 一 个 定理 ( 见 文献 ) 可知 ,对 罕 " 的 
任 一 连续 自 上 映射 f, 若 a 是 f 的 不 动 点 , 则 它 作 为 产 的 不 动 点 的 重 数 序 
列 {pm}? 是 有 界 的 ,因此 g 的 这 d 个 不 动 点 作为 g^ 的 不 动 点 ,其 重 数 有 
一 公共 上 界 N, AT g^ 的 不 动 点 重 数 之 和 小 于 等 于 dN. 另 一 方面 , 定 
理 11. 11 表明 不 动 点 的 重 数 之 和 为 d^ MA d^ &CdN , IH p 充分 大 
时 这 是 不 可 能 的 , 故 g 必 有 周期 为 p 的 周期 点 .证 毕 . 


81.4.3 轨道 有 界 集 与 非 游荡 集 


设 g 是 一 个 广义 Hénon 映射 ,仿照 一 维 多 项 式 的 情形 ,引入 如 下 


Kt= (z E @|(g*"(z),n=0,1, 2, ，…} BARS} > 
J= aK+, K=Kt ft) K-,J=J*0 J”. 
容易 知道 ,K+ ,J+，K, J 都 是 Z* 中 的 闭 子 集 , 且 在 g 下 是 完全 不 变 
的 . 应 当 注 意 , 这 里 的 了 与 811.1 中 的 Julia 集 具 有 不 同 的 意义 .在 KK* 
的 定义 中 ge" 代表 g^ BOXE BARES td g C87 n KIER. Ric 
giz) — (Zz, piz) ag 02,), 


fiti g(z)-— | 5G) = Fz =| 


——M 


* 这 个 猜想 已 于 1993 年 由 E. Bedford, M. Lyubich # J. Smille 3 BruE Bj CR Sc BA (9152). 
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与 g 具有 类 似 的 结构 , 只 是 方向 相反 . 
本 段 主 要 讨论 Kt, J*, K, JJ 的 性 质 , 先 建 立 两 个 引 理 ， 
引 理 11.8 设 g 是 一 个 广义 Hénon 映射 , 则 存在 M > 0, 使 得 对 
g(z;, 2,) = (5, Za), WÈ |z| SM, WEA Jal 21g], € 
Iz, | S ES 
证 明 ”注意 到 x, = ple) 一 êz, degp > 2, WFE M 0, 使 得 
当 |z| 2 MB, | bGD12212z;] + 2122;| = 20 49-1612 zl FE, 
# lal x: 2l, W dz] pl 一 lózil > 2|z,|. WEE. 
根据 这 一 引 理 ,对 给 定 的 g, 存 在 一 个 M, 使 引 理 11. 8 成 立 , 对 此 
M, Æ X 
V = {z € Pilal SM, j=l, 2}, 
V — {z € ENV | lael > lel}, 
V+= ENV UV) = {z € FV||z | > I. 


引 理 11.9 对 如 上 定义 的 V,，V1,，V ,有 

Iak ee yF 

22g(V.U VO) CV-UV; 

3g (V'0cv*; 

4)g VUV CV*UV. 

证 明 DV z€V-,Bl |zz| > lal lel SM, SIE 11.8 得 
知 , 必 有 lz) > 2le2] > l| SM, Mele) = ler z) EV. 

2) 据 DH. HA EgOoCcV UV ED. V z—(z,z»5€V, 如 
A lz <M, Mj g(z)-— (225 23) EV ; 如果 Iz; | > M, my |z3| > Iz;l. 
从 而 ez) EV. 

3) Æ 2») Xl; V UVC ge'WV UY), Mit giv) = 
@\g V- U VCV. | 

4) 根据 1), 同 3) 一 样 即 可 证 明 . 证 毕 . 

定理 11.13 对 广义 Hénon BR g ,我 们 有 : 

Dy ze€V-,&lg' Go) |>, R K EV UV! ; 

DV zE V+, le") | >o, AMK CVUV ; 
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3 KCV, AE K 8 0E SN. 

WAR DV z= (z, 2) EV-, 按 记号 (11.26) 有 gg"(z) = (z, 
Zati) FA 5| FB Il. 8 得 知 ,对 > C (xp, Zid} 必 有 EM > 2|zi|s 故 (zi, 
Iz, | >> 2|g, 1| 29 2* |e S] 20 es > 277 1| 26 277! M > e, 

ax g^ Cz) | o. 
2) ERP ze = (21,22), Ag (2) = = plz.) e Lus zl | 一 
(Zos Zj)» 按 这 种 记 法 ， z = (25 m.) 在 g “下 的 轨道 为 


=] —] — I 
& & R | | 
AES copy diu) Sereno UE, EJ CERES. Ses 


于 是 若 z EV', 则 引 理 11.9 #8 g+) E V+, BI (252€ 
V* E J^ B] == | = [zal , H TON TEM = M. 再 注意 到 CET Za) zz 
ga-2» £a) » PE EH SIF 11. 8 A, BS zu] > 21]z il» BA 
Isaac 2 £3 p 但 由 条 件 Zip, | z [zal 知道 只 能 是 [2-344] 25 
21z-41|s 于 是 我 们 有 
上 

eig "C| >o. 

3) 由 1). 2) BRS iE. 

证 毕 . 

下 面 的 定理 进一步 给 出 了 KAK 与 天 的 具体 表达 式 . 

定理 11.14 设 g 是 广义 Hénon 映射 , 则 

1) Kt= Ng UVD; 

2) 天 = fec UV) = fe UV» 

3) 3E V, = go Ne ^», K = nv. 


证 明 1) 由 天 -的 完全 不 变性 及 天 CV UV" 得 到 
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K+C A g™(V UV*). 
=0 


其 次 ,对 z & Kt, Ee SAPS (eo). 使 得 g”* '(z)EV .H 
实 上 HIP S11. 26) i z = (zi， z1), MẸ g'iz) = Go xz FH 
A ewt FIN s 


lz, | > max |z|, k = 1, 2, "t, 
‘ ixLjem, 


LSU! 
显然 点 ws = Guo n0 = gC) EV Mite € eV), Bw 
= & (eV UV"), 这 表明 


rt U V+) CcK*, 


因此 1) 得 证 . 

2) 的 证 明 与 1) 类 似 ,3) 可 由 1) 和 2) 导出 ,这 里 从 略 . 证 毕 ， 

为 了 进一步 讨论 K*, J*, K, J 的 性 质 ,我 们 再 引入 如 下 定义 . 

定义 11.4 设 EHCY ,YZ"), p € €" FN f 的 游荡 点 ,如 
果 存 在 一 包含 点 p 的 开 集 UC E, UNPU =J, k=1, 2, 
…, 了 的 非 游 荡 点 的 全 体 构成 的 点 集 称 为 f 的 非 游荡 集 , 记 作 QCD. 

BAGH 4 SEAN), MAN =AS"'), B OCOR' e" 的 
56 ARE AF S. 

定理 11.15 ik g ÆJ X Hénon RH. M QCg) C K CV , AW 
QCo20JÉ 8 AR. 

证 明 根据 定理 11.13 的 1) 可 知 , 若 z EV , 则 ig" (2| oo, 
A z 的 前 向 轨道 走向 无 穷 ,从 而 = & OCg). 同 理 对 zEV Hz & 
Nle), 因此 Ag) C V. 

其 次 , 若 xz E V\K, WA e & Kt Re GK. 对 前 一 种 情形 ,由 定 
JH 11.14 的 1) 知道, 存在 ,使 得 z Eg“(V ), 即 g”"(z) EV ,从 而 
g"(z) ENAC), Mz & Me) ;对 后 一 种 情形 ,由 定理 11.14 85 2) 可 类 
似 地 导出 z & Qe), 因此 Ag) CK. iE. 
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下 面 考虑 Kt, K, KAWE. w o 为 实 四 维 Lebesgue 测 

定理 11.16 设 g(z) = (22, plz,) 一 6z1) 为 广义 Hénon 映射 ,出 

D & (ô| = 1,0) o(K*) =e(K = ol(K)< oo0; 

2) # |l <1,Mo(K) = o(K ) = 0, 

o(K*) = 0 3% co; 
3) # |é| > 1, 则 c(K+) = o(K0 = 0, 
o(K )-—03X oo. 

证 明 首先 注意 到 6 = detDg(z). 

D & || — 1. Wl g ERREK. mM K BARK OK) <œ, 因此 
只 须 证 明 o(K* NK) = o(K NK) = 0. HRI: 

4 O(K* NK) > 0, 则 存在 p € K^ NK, 使 得 对 p 的 任 一 邻 域 U， 
有 o(U N (K* \K)) 0. [BELT P & K, ipag), HEFER 
域 Im f U, N 2(g) = ,上 且 {g”(U0)}) 是 一 串 互 不 相交 的 子 集 . 记 V 
= V, N (KENK) MoV) 2-0, Hie” (OO) BARR, o(g" (00 = 
a(V) 2 0, 因此 (g”"(V)}) 是 无 界 的 ,这 与 VC K* NK FJ dx o CK" 
MK) = 0. 类 似 地 可 证 明 c(K NK) = 0. 

2) Xt |l — 1, MW) o(K*) = o(g(Kt)) = |6lo(K+), RA 
o(K*) 一 0 或 co, 因 此 只 须 证 明 oK) 一 0 即 可 .用 反 证 法 : 

如 果 o(K~) > 0, 则 存在 pC K- IEX} p mI4E— ABI U A oU N 
K`) >0. WV =U NK, Mol(g-"WV)) = |6|-"o(V) — co, 由 此 
表明 {g "(VY)}) 是 无 界 集 列 , 这 与 VCK FRM o(K) = 0. 

D 可 类 似 2) 那 样 给 出 证 明 ,这 里 从 略 . 

推论 11.1 #|è|=1, M] intKt = intK~ = intK; # |ô| < 1,1 
intK = Q;z [8| >1,MjintKt= Ø. 

证 明 留 给 读者 . 

上 述 定 理 表明 , 当 |61 > 1 BY SLAP BS BS IE THE PUR BEER [8] oo ; 24 
16| 二 1 时 ,几乎 所 有 的 反 向 轨道 都 跑 向 co; 当 10] = 1 时 ,对 几乎 所 有 
点 , 正 向 轨道 有 界 当 且 仅 当 反 向 轨 道 有 界 . 现在 有 一 个 问题 :对 什么 样 
的 g, 能 保证 c( 天 +*) = oK) = 0 ,从 而 几乎 所 有 的 轨道 都 双 癌 趋 于 
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J:2;? Friedland 和 Milnor 在 文献 上 中 提出 下 述 猜 想 ， 
猜想 11.2 0(K 0 > 0 当 且 仅 当 g 有 一 个 稳定 周期 轨道 . 
fe Aut(2"),XC%", TE FF X WRT WX) MAE RE 
流 形 W*(X) 分 别 定 义 为 : 
W(X) = {q € S| dist QD, Q0) > 0, k > co), 
W*(X) = {q € *"|distCf * (p, f O0) + 0, k — œ}, 


定理 11.17 设 g 是 广义 Hénon 映射 , 则 在 g 和 下 天 的 称 定 流 形 和 
非 稳定 流 形 分 别 是 天 "与 天 BWK) = K+, WK) = K>. 

证 明 ”只 要 证 明 WK) = Kt, 男 一 式 可 类 似 给 出 . 

Fz € WK), Wi dist(g*(z), 2 (K)) —0, k— oo. 由 于 天 是 紧 
的 ,{g'(K)}) 是 有 界 的 ,因此 {g*(z)) 有 界 , 从 而 z € K+, BWK) CC 
K*. 

其 次 ,要 证 明 KC WCK). AT K 5c P AER PING Rik A 
以 下 断言 : 

[EA q € K*, FAK EK TAM SBXXU,BI K CU C K* , FTE 
M ERE k >M Ag qE. 

事实 上 ,对 取 定 gg 及 U, 必 存在 有 界 闭 子 集 S CK. EG 
[S m se 

WPS D (K+ ND — e, WI SCU, Bre RA. 

a S N KHU) 4S, WHER p ESN OC ND. RH PK 
K GXJ&E D: p € K^, W| p € K CU, FR) AYA 充分 大 时 必 
有 8 e) &S. m Sf (K+ ND HAE, RB M > 0, [34 £M 
MER pE SN KEWU) Aega) À S. 对 此 M ,当下 二 1 时 必 
有 g*(9) EU, 否则 将 由 p= 二 (9g) ESN (K*U) Wh g= g “Pp 
& S, XH—P AI. ER. 

推论 11.2 如 果 int 天 + 天 Ø, 则 {g 在 int 天 ”上 是 正规 族 . 
uEB] iU, CE EEA EIE Imi 11. 16 的 证 明 一 样 , 可 
证 明 : 对 天 在 天 + 内 的 任 一 邻 域 局 必 存 在 M S04 k > M BY g'QU, 1) 
K*) CU iit g'lo,nk* 是 有 界 的 ,从 而 它 是 正规 的 ,这 就 证 明了 推论 . 
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WEHE. 
§ 11.4.4 双 曲 广义 Hénon 映射 


RESET =J NJ BOBS) X Hénon RAH g. 为 方便 
起 见 , 我 们 假定 g 的 Jacobi 行列 式 6 满 足 10] S1, 24 l8] > 1 Bf, H 
g “代替 g 可 作 类 似 的 讨论 . 

首先 给 出 一 些 定义 . 

定义 11.5 i P € € 是 g 的 周期 点 ,如 果 P 的 特征 值 模 均 不 为 
1, 则 称 P 是 双 曲 的 . 

显然 , 吸 性 不 动 点 都 是 双 曲 的 . 

下 面 的 定义 把 双 曲 性 由 周期 点 推广 到 了 不 变 集 上 . 

定义 11.6 KACE 是 g 的 不 变 集 , 称 A 是 g 的 双 曲 集合 ,如 果 
存在 切 从 了 的 连续 子 从 EY, E' R$ c 0,0A« 1, 使 得 


T € = EOE, Dg(E) = E, Dg(E*) = E, 


(11. 29) 
i Dele ll < cA, no, (11. 30) 
| Dg" | = || < cà, nE o. (11. 31) 


如 果 在 4 的 每 一 点 处 E 的 ( 复 ) 维 数 为 &, 则 称 A FRR index) JJ k. 

以 上 概念 适合 于 一 般 的 客 ” 上 的 一 般 同 胚 f. 关于 了 的 双 曲 集 , 下 
面 的 稳定 流 形 定 理 是 熟知 的 ,可 参见 任 一 本 微分 动力 系统 的 书籍 . 

定理 10. 18( 稳 定 流 形 定理 ) KS: e ERRA E SHE 
致 双 曲 集合 , 则 对 每 一 点 x € A. fog SR W' GO dé — 1I ACT UE ,其 
维 数 与 E' 相同 ,而 且 TW o = Et. 对 非 稳定 集 也 有 类 似 的 结论 . 当 
S 是 全 纯 的 时 候 , 所 述 子 流 形 是 复 子 流 形 . 

定义 11.7 WRI =J NJI È g 的 双 曲 集 , 则 称 g JE HER. 

定理 11. 19 如 果 g 是 双 曲 的 , 则 v 的 指数 为 1, 而 且 有 WOU) € 
P MET eI. 

WEBA i A, = (€ J|E E z HEKAY k), FEA 是 一 些 吸 
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引 轨 道 的 并 ,从 而 A; CintK*. 另 一 方面 Co9k , it A, CC K^ ,因此 
有 A =O. 同样 的 讨论 应 用 于 g UR Sit A= O, Ami A, —J. Bld 
的 指数 为 1. 

要 证 W^(J)CcJ^. 首先 据 定 理 11.16, WJ) CW'(K) = K^, di 
只 须 证 明 WJ) (1intK^ = Ø BIT. xt p € intK^ ,由 推论 11.2 可 知 ， 
(g E int 天 "上 正规 ,因此 对 已 点 的 任 一 切 向 量 , 序 列 (1De"( 纪 |) 是 有 
界 的 . 另 一 方面 ,下 面 的 讨论 表明 ,对 p E WOU), 这 一 序列 是 无 界 的 ， 
因此 intK * (| Wd) = Ø. 

现在 , 取 定 J INT) BRU, RITE VATE U 上 构造 一 个 连续 锥 
15 (cone field)L. 


L= (M, CT 是 一 个 齐 性 锥 )， 


ZEA pe, intl, 2E, ME, BREL RRL ARM. Rn E 
A kK. EAM p EJ, 有 Dg'u) C intly(y), HME € 4. F 
|Dg"(50| > 2]£|. 这 些 人 性 质 可 在 J Bg dE SB 3X U, CU 内 成 立 . 如 果 
z EWS), WEE m f 324 m > m, EE ERR g^" (2 € U,. REET.: 
使 得 Dg") € Low. F Æ Mt 4E fT IE HRW, A Dgr "(| > 
2^ | Dg^ CO | , Ait {| De" (0) 1) 是 无 界 的 .证 毕 . 

设 4 是 映射 SABRES KARA MHRA. Je TES] RA 
EHI pis p: E A, BWC) NW) CA. 

推论 11.3 若 g 是 双 曲 的 , 则 J 具有 局 部 乘积 结构 . 

证 明 由 定理 11.19, 对 任意 给 定 的 pi, EJ AWD CJ, 
W“(p.) CJ, KR Wp.) N WC) Cd. HE. 

Hi 355 3 Ag f^] A SK eg BD E BR AE BS RC vc BA p e 
8. 22) 我 们 知道 7 是 局 部 极 大 的 , 即 有 下 述 推 论 . 

推论 11.4 设 g 是 双 曲 的 , 则 存在 J 的 一 个 令 域 U, 使 得 VY AC 
U, 若是 不 变 集 , 则 AC J. 

下 面 的 定理 表明 ,虽然 双 曲 性 是 由 J 决定 的 ,但 它 却 确定 了 intK” 
的 动力 学 性 质 . 

定理 11.20 若 g 是 双 曲 的 , 则 int 天 -由 有 限 多 个 吸引 盆 构 成 . 
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证 明 # IdetDg (2| 2 1, Wil intK * = 名 ,结论 自明 ,因此 只 须 假 
定 |detDg(z)| = |9| x 1. 考虑 intK' 的 连通 分 支 , 若 这 样 的 一 个 分 支 
不 是 周期 的 或 终于 周期 的 , 则 称 之 为 游荡 的 ,于 是 定理 的 证 明 是 以 下 二 
个 断言 的 直接 推论 : 

1) 不 存在 游荡 分 支 ; 

2) 每 个 周期 或 终于 周期 分 支 都 是 吸引 倪 ; 

3) 只 有 有 限 多 个 吸引 轨道 . 

现 证 明 1). 如 果 |detDg(z)| = 1, MÆ 11. 16 说 明 int 天 ”的 
Lebesgue 测度 有 限 , 从 而 由 Poincaré 回归 定理 (Poincaré Recurrence 
Theorem) 知 道 ,几乎 所 有 点 都 是 回归 的 . 2 UT Ar x. 

如 果 [det Dg(z)| « 1, 则 可 用 反 证 法 证 明 本 断言 .假设 int 天 “有 
一 个 游荡 分 支 C. 取 pEC, 记 工 为 序列 {g”"(p)} 的 极限 点 集 .根据 定理 
11.15 与 定理 11.17 知 LK 上 CV. 又 工 在 8 :下 是 不 变 的 且 是 有 界 的 , 故 
LC K~, ii ldet Dge(z)| 二 1 知 intK -= ,因此 LCJ. 

其 次 可 以 证 明 工 门 intK1= g. SRL, ARE Ig € LN 
LO ou W Co 为 int 开 -的 包含 q 的 连通 分 支 , 则 对 充分 大 的 n 有 
g"(p) ECo. 特别 ,存在 两 个 不 相等 的 mm nofi g^ € C, BCD) € 
Cos 因此 g^ (C) = g^ (O, xx 5 C 是 游荡 的 假设 相 蔬 盾 , 故 工人 门 
intK* — J, Mit LC Jt. 

DE PR RAL CJ, 即 {g"(p)) 的 所 有 极限 点 位 于 J 这 说 明 
pew YW), 而 由 定理 11.19 又 知 必 有 ppEJ'= 二 OK1, 这 与 PECC 
intK ^ FA Ex intK ^ eA Uf ib T x. 

再 证 明 20. 显然 只 须 考虑 周期 分 支 的 情形 , 设 C' 是 一 个 周期 为 m 
的 周期 分 支 , 用 g^ 代替 eo RGR m= 1, eC) =C,e 
C=C NV, RA eV)CVUV-, gC)=CCK*CVUV' ®, 
gC) CV, mA eC) Cg) =C, Ra eCOCC, 因此 g 是 一 个 
有 界 区 域 C A 4-48 AI, A ic SE AE. VA HAWEBS Gr" |o) XC 
AFC 内 一 点 即 可 . 

首先 ,证 明 Y p EC, {r EaI 上 没有 极限 点 . 实际 上 ,利用 
定理 11. 3 的 证 明 方 法 ,不 难 证 明 : 要 么 (g”(p)} 的 极限 点 集 上 C39CC 
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j+， 要 么 存在 C 的 子 流 形 S, 使 对 (4g"} 的 任 一 极限 映射 G 有 GC(C) = 
S. 我们 证 明 前 者 是 不 可 能 的 . 否则 ,由 于 LCoaCCJi' 且 工 在 g "下 完 
全 不 变 , 如 同 1) 的 证 明 可 知 工 CJ, 从 而 CCW(J)CJ1, 这 与 CC 
intK ' F JE. 

现在 ,根据 定理 11. 3 BY WE BA nT Al. fF YE T FF 9l (gv). BU Ry 
R,|s = id, 我们 只 须 证 明 dimS = 0 即 可 ,我 们 采用 反 证 法 . 假设 
dims > 0, H S 是 ?的 复 子 流 形 ,S 不 能 是 紧 致 的 ,而 且 由 于 SS 是 完 
ERA CAM. BA AS CACCJT. RE aS BIW AMAT. 
J ASME — "AN AE fF «RAE FO A OS C J. 由 推论 11.4 可 知 ， 
存在 J AFAR U, E J TE U PRK AREF R. RR SU ES 的 
紧 子 集 . 由 于 g S 的 同 构 , 故 Q 三 Un GNO) 是 紧 集 .但 因 S 是 非 紧 
致 的 ,所 以 存在 p € SNQ. BT Q 是 不 变 的 , 故 p 的 轨道 位 于 Q 的 余 集 
中 ,因此 Ca" C0) CU. T pJ AS J EU 中 是 极 大 的 相 蔬 秆 ,因此 
必 有 dimS = 二 0, 即 S= (a), g"(z) 一 a,Y z€ C. 由 唯一 性 定理 ,在 
WEM C Eg Goa, C iS. 

如 果 |det Dg(z)| = 1, We RAMS ex MintK'= Ø, 因此 下 
面 的 证 明 假 定 [det Dg(z)| — 1. 

最 后 证 明 30. MR e 有 无 限 多 个 吸引 点 , 则 这 些 吸 引 点 有 极限 点 ， 
设 9 为 其 中 一 个 ,如 2) 中 的 讨论 可 知 g & intkK*, Mite € J^. 将 吸引 
SHORE AHI L WLC, MAL EV 的 不 变 子 集 , 故 
LC KCK, Hh ldetDg(z)| <1 K-=J°,R LC. 

由 推论 11.4 得 知 ,存在 J 的 邻 域 U, 使 得 J 在 U 中 是 最 大 不 变 
集 , 而 且 由 工 CC J 知 存在 吸引 点 a CU, 这 与 /是 U 中 最 大 不 变 集 芽 
盾 , 故 g 只 有 有 限 多 个 吸引 点 .证 毕 . 

推论 115 Ag WHA A |detDg(z)| = 1. W intK* — 
intK = intK = Ø. 

证 明 ”由 定理 11. 20 及 推论 11. 1, 即 得 证 .证 毕 . 

这 一 推论 表明 猜想 11. 2 对 双 曲 映射 是 正确 的 . 

定理 11.21 若 g 是 双 曲 的 ,|det DeD | S1, Pis Pos, Pa JE 
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g ERRI A MW) = J+, WJ) —J- NP, P, m 

证 明 先 证 W*(J) = J*. 由 定理 11. 19 得 知 , 只 须 证 
W3(J). 由 定理 11.17 得 J* C K* — WK), 而 又 由 J+ 是 闭 的 知道 
J+C WSK Jt). BA K =J, KAJ - K" DK (1J* — 
K-AJ =I f]J'—4J4, FE WOU) = Jt, 

其 次 证 明 W*(J) = JWP, Pa, e, P,). 由 定理 11. 19 有 
W") CJ ,而 {Pj} 是 吸引 周期 点 , 故 P; WU), Aw) CC 
JWP, Pie, P’. ROH. BPE J NntK*,li|pPeceJ = K= 
W“(K). 由 于 J- \intKt EWW, AEE P EWK AN (J- NntK*)) 
= W"(J Q J7) = W" (J), BI p E WG). 同样 若 PEJ NintKt， 
则 由 定理 11. 20 知己 位 于 某 一 吸引 盆 内 . RP ZR BAS ER 5 A, 
g '(P) —9K* —J* (n — œ), lik P C W'(Q*5,JAmggPcJ- 18 
PEW WU), FÆJ MP, =, PO CWO). 证 毕 . 

+ “本章 第 1 至 第 3 THAAD HKR IE TEKS 
的 文章 ER ZR2, ZRA) 第 4 节 的 内 容 取 自 S，Friedland 和 J. Milnor fy X: 
AMIM E E. Bedford 和 J. Smille p y Æ, 

关于 Denjoy-Wolff 型 定理 ,其 原型 是 由 Wolff 给 出 的 ,1926 年 由 
Denjoy 加 以 改进 ,可 参看 文献 …. 它 在 高 维 的 推广 ,最 早 由 M. Hervé 
在 1963 年 给 出 多 "中 单位 球 上 的 结果 ,其 后 在 1983 年 至 1989 年 ， 
TE SCRI S Fe Mee Sen. Su?) ch AK SE YE f w^ CBE ER SS C? 上 西区 域 的 情 
J“. 1988 年 M. Abate 在 文章 “中 引进 极限 球面 的 概念 并 据 此 给 出 C? 
凸 区 域 上 的 Denjoy-Wolff 型 定理 ,随后 马道 伟 于 1991 年 利用 文章 
HSE Rite 1S? 中 光 清 边界 的 可 收缩 强 拟 凸 域 上 的 情况 ( 见 文 
Mo, 

关于 有 界 区 域 上 的 随机 和 迭代 ,其 背景 以 及 单 变量 的 有 关 结 果 可 参 
W, 文献 ter， BD, BR, Gi, GZ, LolA 

WHE’ 中 多 项 式 自 同 构 的 迭代 问题 ,内 容 已 比较 丰富 ,限于 篇 幅 ， 
我 们 只 列 入 极 少 一 部 分 ,作为 这 一 方向 的 一 个 导 引 . 这 方面 的 主要 成 就 
集中 于 1989 年 以 后 的 有 关 文 献 , 如 文献 4 等 ,有 兴趣 
的 读者 可 进一步 查看 这 些 文 献 . 
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